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Abstract: La técnica de operadores de proyeccion [1] permite obtener las ecuaciones de evolucion para las energias macroscopicas de
un conjunto de sistemas hamiltonianos clasicos en interaccion. Si la hipétesis de variables lentas es valida, la evolucion teorica se puede
aproximar mediante una ecuacion diferencial en derivadas parciales. Presentamos a continuacion dos ejemplos sencillos: una mezcla
de gases ideales, gue cumple la hipotesis de variables lentas, y una pareja de cadenas de Fermi-Pasta-Ulam [2], que no.

Interacciones entre sistemas hamiltonianos clasicos

Cuando se ponen en contacto varios sistemas que, por lo demas, es-
tan aislados del resto del universo, la termodinamica predice y permite
calcular un estado de equilibrio final que depende solo de unas pocas
variables macroscopicas. Sin embargo, no permite describir el proceso
dinamico que lleva a estos estados de equilibrio.

Para estudiar esta evolucion, par- (HY(ZY) ) [Hz(zz) ]
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timos de un hamiltoniano para el
conjunto de sistemas,
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mentos MICroscopicos correspon-

dienes al sistema j-ésimo, z = (z',...,z"), H es igual a la energia
interna de j y H'™: es la energia de interaccion ente sistemas.

En la practica, es imposible determinar el estado microscopico preciso
en el que se encuentra un sistema macroscopico, y tenemos que con-
formarnos con una descripcion probabilistica. Por tanto, definimos una
probabilidad p de que el sistema se encuentre en cierto punto z del
espacio de fases.

La densidad de probabilidad p (z) evoluciona en el tiempo de acuerdo
con la ecuacion de Liouville:

dp

Denotaremos mediante P (e, t) la probabilidad macroscopica de que
H' (z') = ey, H*(z°%) = ey, ...,y H"(2") = €". Partiendo de la ecuacion
de Liouville, la técnica de operadores de proyeccion [1] permite obtener
una ecuacion integrodiferencial exacta para la evolucion de la proba-
bilidad macroscopica P (e, t).

La hipotesis de variables lentas

Si el cambio de las energias macroscopicas es mucho mas lento que
las variaciones de las variables microscopicas, entonces la ecuacion
integrodiferencial para P (e, t) se convierte en una ecuacion de Fokker-
Planck:
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donde las funciones Q(e), vi(e) y Di(e) estan todas definidas en ter-
minos de la dinamica microscoplca de equilibrio.

Mezcla Homogenea de gases ideales

La ecuacion para P (e, t) se puede

aplicar al problema académico de O

una mezcla homogénea de dos ‘9 o oO
gases Ideales diluidos que Inicial- O Q

mente estan a temperaturas difer- 0 ~ o

entes. En este caso, la ecuacion
de Fokker-Planck para la energia
e de uno de los gases es
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T'y T2 son las temperaturas de los gases, y E es la energia total de
la mezcla.

Intercambio de energia entre cadenas de Fermi-Pasta-Ulam

La probabilidad P(e, t) calculada e
mediante la resoluciéon (numerica) v N..
de la ecuacion de Fokker-Planck \ ..
se puede comparar con los re-  “=p N\
sultados de las simulaciones de N
dinamica molecular. En la figura,

se muestra el acuerdo entre la I
prediccién tedrica y una real- Figura: P(e, t) calculada con
izacion del proceso, calculado la ecuacion de Fokker-Plank,
numéricamente a partir de un al- comparada con una realizacion
goritmo para gases de esferas del proceso de equilibrado (en
duras. verde).
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La hipotesis de variables lentas no se cumple cuando existen gradien-
tes térmicos internos apreciables o cuando los sistemas realizan tra-
bajo macroscopico unos sobre otros, pues en estos casos no es sufi-
ciente conocer las energias internas para determinar la transferencia
de calor, sino que hay que tener en cuenta la “memoria”, es decir, la
transferencia de calor en un instante depende de la evolucidon del sis-
tema hasta ese instante.

Frecuentemente, es dificil anticipar la presencia de estos fendmenos
con memoria. Por ejemplo, el intercambio de energia entre dos cade-
nas de osciladores acoplados de Fermi-Pasta-Ulam [2] presenta una
tendencia al equilibrio muy diferente de la que predice la ecuacion de
Fokker-Planck (illustrada en el apartado anterior con el ejemplo de la
mezcla de gases), como se puede comprobar en la grafica, que pre-
senta la evolucion de e para una de las cadenas.
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