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Introduccion

No me di cuenta de que estaba escribiendo un libro hasta que hube com-
pletado mas o menos la mitad. Después de haber ayudado a mi amigo Juan
Ballesteros a crear un curso de introduccion a la variable compleja, uno de
nuestros alumnos nos hablé de la inesperada belleza que habia encontrado
en ella, pero anadié que “no servia para nada”. Las paginas que siguen con-
tienen parte de una respuesta a aquella conversacion. Inicialmente, pensé en
grabar unos tres o cuatro videos con ejemplos de aplicaciones de la variable
compleja y acompanarlos de unos breves apuntes, pero empecé escribiendo
sobre fasores y el texto fue creciendo hasta que se me escapd de las manos.

Los fasores extienden la sencilla formula de Euler,

e = cos(f) +isin(f),

para permitir que el argumento # cambie con el tiempo. Por tanto, para
leer este libro hace falta estar familiarizado con la aritmética de nimeros
complejos y las propiedades de la exponencial. Haremos derivadas sencillas
y algunas integrales, por lo que conviene haber estudiado calculo o andlisis
matematico.

A menudo partiremos de la segunda ley de Netwon, expresada cominmen-
te como fuerza igual a masa por aceleraciéon. Como la aceleracion se define
como la segunda derivada de la posicion x con el tiempo y la fuerza general-
mente depende de la posicion, escribiremos la ley asi:

dPx

Un problema tipico de mecanica consiste en determinar como cambia la po-
sicion con el tiempo, dada a fuerza y unas condiciones iniciales. En términos
matematicos, queremos encontrar una funcién del tiempo z(t) que satisfa-
ga la ecuacién anterior. Como la incognita es una funcion (en lugar de un
ntimero) y la igualdad involucra expresiones con la funcién y sus deriva-
das, decimos que queremos resolver una ecuacion diferencial. Aprenderemos
a resolver algunas sencillas utilizando fasores. También nos encontraremos
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ante ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (es decir, que la funcién
incégnita depende de mas de una variable).

Empezando en el tercer capitulo, haremos uso de sistemas de ecuaciones
lineales, matrices y vectores, a un nivel que deberia resultar accesible a lec-
tores que hayan estudiado ya algebra lineal, y que conozcan los conceptos de
autovector y autovalor (llamados también vectores y valores propios). Si no
te incomodan estos parrafos, adelante, este libro es para ti.

En el siglo XVIII, de Moivre, Euler y Fourier comenzaron a operar con
nimeros complejos como hacemos en estos capitulos. Imagino una escena con
musica de clave a la luz de un quinqué. Un matematico se quita una peluca de
rizos blancos y se sienta ante los papeles de su escritorio con pluma y tintero.
Medita sobre los movimientos ciclicos, péndulos, vibraciones y ondas, con la
mirada vagando distraida por la habitacion hasta posarse sobre la cara de
su reloj de cuerda. Siente el leve latido mecénico y le parece percibir en su
mente el giro coordinado de ruedas dentadas. De pronto, surge la idea, carga
la pluma y se pone a escribir.



Osciladores

La idea basica

Los fasores son ntimeros complejos que rotan alrededor del origen con ve-
locidad angular uniforme. Tienen muchisimas aplicaciones en matematicas,
fisica e ingenieria. Como veremos, se pueden utilizar para representar oscila-
ciones y facilitan la resolucién de muchas ecuaciones diferenciales lineales. Se
utilizan como herramienta de manera habitual en electromagnetismo, 6ptica,
acustica, mecanica de vibraciones, teoria de circuitos y mecénica cuantica,
entre otros campos.

Para convertir un niimero complejo cualquiera z en un fasor, no hay mas
que multiplicarlo por una fase compleja e* dependiente del tiempo,

F(t) = ze ",

donde w es la velocidad angular de giro del fasor, y el signo negativo corres-
ponde al sentido horario de giro. Como z se puede escribir siempre en forma
exponencial z = |z|e?, con § = arg(f), el fasor se puede escribir de manera
equivalente como

F(t) = |2|le™ 9,

y se llama al dngulo 6 desfase (figura 1).

Ejercicio 1 [Respuesta: pagina 80] ;Cudndo coinciden las agujas de los
minutos y las horas en un reloj? ;Cuéndo coincide la aguja horaria con los
segunderos? ;Cada cudnto coinciden exactamente las tres agujas?

Derivadas
A estas alturas, ya sabemos que operar con nimeros complejos en forma

exponencial simplifica muchos célculos como la multiplicacién o las raices.
Los fasores son, ademas, faciles de derivar respecto del tiempo.

7
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Imi
7= |z|ele A (2)
w = n/2/,~""“x\t=()
_ Pt —iwt
t_3// N F(t)=ze '
]!I \\e \
: ' -
| /Re(z)
r=1
t=2 ")

Figura 1: El fasor F'(t) empieza en ¢t = 0 igual al ntimero complejo z = |z|el
y rota alrededor del origen con velocidad angular w = 7 /2. Cada incremento
del tiempo en una unidad, corresponde a una rotacién de 7/2 radianes.

Ejercicio 2 [Respuesta: pdgina 81] Comprueba que derivar el fasor
F(t) = Re™i«=% respecto del tiempo es equivalente a multiplicarlo por —iw,
es decir,

dF(t
O _ ),
y que, por tanto,
*F(t) 2
T =W F(t).

El oscilador armonico

Esta propiedad permite resolver rapidamente muchas ecuaciones diferen-
ciales lineales. Si sabemos que la solucién de la ecuacién es un fasor de la
forma F(t), a menudo podemos simplemente sustituirla en la ecuacién y
transformar la ecuacién diferencial en una ecuacién algebraica para w. Por
ejemplo, en la ecuacion del oscilador arménico,

d*x
m—- = —kx,

dt?
si suponemos que x es un fasor z(t) = Re™ ! y lo sustituimos en la ecuacién
diferencial (recordando que derivar x(t) es equivalente a multiplicar z(¢) por
—iw, entonces obtenemos

—mw?z(t) = —kx(t).
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Descartando la solucién trivial z(t) = 0, podemos dividir entre z(t),
—mw? = —k,
o lo que es equivalente, la frecuencia debe ser

k
w=1/—.
m
Por tanto, el fasor

x(t) = Ae Vot

es una solucion posible de la ecuacion diferencial del oscilador arménico.
Sin embargo, el fasor z(t) es una funcién de valores complejos y en los
problemas fisicos de osciladores armoénicos se buscan soluciones reales.

Ejercicio 3 [Respuesta: pagina 82] Para construir soluciones reales,

1. comprueba que la funcién compleja conjugada de x(t) es
z(t) = AV

2. comprueba que Z(t) también es solucién de la ecuacién diferencial del
oscilador arménico.

3. comprueba que la partes real e imaginaria se pueden escribir como
combinaciones lineales de z(t) y Z(t),

Re(z(t)) =

I

x(t) + z(t)
2 —

Im(a(t)) = “H =20
2i
Como la ecuacion diferencial es lineal, la combinacién lineal de solu-
ciones es también solucién de la ecuacién. Como tanto la parte real
como la imaginaria son combinaciones lineales de soluciones, ambas
son soluciones reales de la ecuacion.

En resumen, si resolvemos una ecuacién diferencial lineal con fasores y que-
remos soluciones reales, basta con quedarse con la parte real o la imaginaria.

Si queremos la solucién general de la ecuacion, podemos escribirla como
combinacion lineal de soluciones independientes. La solucion general real pue-
de escribirse como A cos(wt)+ Bsin(wt), con w = y/k/m,y Ay B constantes
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reales arbitrarias. Como tanto el seno como el coseno pueden expresarse como
combinaciones lineales de la exponencial exp(—iwt) y su compleja conjuga-
da, llegamos a la conclusién de que las exponenciales x(t) y Z(t) son también
soluciones independientes, por lo que podemos escribir la solucién general en
la forma alternativa C'exp(—iwt) + D exp(iwt), donde C' y D son nimeros
complejos cualesquiera.

En adelante, utilizaremos un punto para indicar derivada respecto del
tiempo, es decir, escribiremos la velocidad

. dx
T =—
dt’
y la aceleracion
. d*x
r=—.
dt?

Ejercicio 4 [Respuesta: pagina 83] Imaginemos que un oscilador arméni-
co tiene en el instante inicial ¢ = 0 una velocidad #(0) = —1 m/s y que esta
localizado en z(0) = 1 m. Calcular el valor de las constantes A y B tales que

x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt),

siendo w = \/k/m. Comprobar que esta solucién es equivalente a la parte
real de la solucién compleja

2(t) = (A +1iB)e .

En otras palabras, podemos escribir facilmente cualquier solucién particular
real como la parte real de una exponencial compleja.

Acos(wt) + Bsin(wt) = Re ((A +iB)e™™").

La estrategia de sustituir una solucién de prueba de forma exponencial en
la ecuacién nos puede llevar a pensar sobre la manera especifica en que hemos
construido los fasores. ;jPor qué tienen un signo negativo en el exponente?
;Por qué hay un factor i? ;No podriamos haber usado e*“! o simplemente
e“!? La respuesta es que si, pero hemos escogido el signo negativo y el factor
i por conveniencia. Asi podemos utilizar con comodidad la férmula de Euler
y la propiedad vista en el ejercicio anterior, que permite escribir el desfase
como el nimero complejo (A + iB), donde A y B son los coeficientes del
coseno y el seno, respectivamente, en la solucién real de la ecuacion.
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Ejercicio 5 [Respuesta: pagina 84] Comprueba que se obtienen las mis-
mas soluciones de la ecuacion arménica con soluciones de prueba de la forma
z(t) = ety 2(t) = ¢t y que las frecuencias angulares w’ y w” se relacio-
nan con la w calculada antes de la siguiente manera:

W= —w,

W' = —iw.

El oscilador amortiguado

No es que resulte muy emocionante encontrar solucion a la ecuacion del
oscilador arménico, muchos la conociamos ya desde los cursos de fisica del
instituto. Sin embargo, se puede aplicar la misma técnica para resolver de
manera sencilla otras ecuaciones diferenciales lineales mas complicadas.

Ejercicio 6 [Respuesta: pagina 84] Sumergimos un oscilador arménico
en un fluido que produce sobre el oscilador una friccién proporcional a su
velocidad (aunque de sentido contrario) —yz. La ecuacién del movimiento se
convierte ahora en

mi = —kx — .

Demuestra que el fasor x(t) = z(0)e ™' es solucién de la ecuacién si la
frecuencia angular cumple la relacién

iy £ /Amk — o2
2m '

Llamemos w; y wo a las frecuencias que se obtienen de escoger el signo po-
sitivo o negativo en la ecuacién anterior. La solucién general de la ecuacion
diferencial serd entonces

x(t) = Ae7 't  Be 2!,
para constantes arbitrarias A y B.

En el caso en que v = 2vmk (llamado de amortiguamiento critico),
las dos frecuencias mencionadas en el ejercicio 5 colapsan al mismo valor,
w; = waq, pero para escribir la solucién general necesitamos dos funciones
independientes.

Ejercicio 7 [Respuesta: pagina 85] Comprueba que en el caso de que
v = 2v/mk la funcién te ! (siendo w = —iy/(2m)) también es solucién de la
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ecuacion diferencial y que, por lo tanto, la solucién general se puede escribir
x(t) = Ae™ " + Bte !,

Encuentra la solucién particular con las condiciones iniciales z(0) = 0 y
%(0) = 2.

El oscilador forzado

La ecuacién del oscilador amortiguado se clasifica como [lineal y ho-
mogénea. Lineal, porque los términos incluyen a la funcién z(t) y sus deriva-
das, pero no hay términos que multipliquen estas funciones entre si, como zx
o #? = i#. Homogénea, porque no hay términos independientes de z y sus
derivadas. Sin embargo, si al oscilador amortiguado le anadimos una fuer-
za externa independiente de su posicién F'(t) que puede o no depender del
tiempo, entonces obtenemos la ecuacion del oscilador forzado,

mi = —yi — kx + F(t).

La ecuaciéon del oscilador amortiguado se puede entender entonces como el
caso particular en el que la fuerza externa se anula, F'(t) = 0. La ecuacién
forzada sigue siendo lineal, pero ha dejado de ser homogénea. La teoria de
ecuaciones diferenciales nos ensena que la soluciéon general de este tipo de
ecuaciones se puede escribir como la solucién de la ecuacién homogénea (es
decir, con F(t) = 0) més una solucién particular.

Ejercicio 8 [Respuesta: pdgina 86] Denotaremos con xy la solucién
general de la ecuacién homogénea

mi = —yx — kx
y con xp una solucién particular de la ecuacién no homogénea
mi = —yi — kx + F(t).

Comprueba que x = xy + xp es soluciéon de la ecuacién no homogénea.

Ejercicio 9 [Respuesta: pagina 86] Tenemos un muelle de constante k
colocado verticalmente y colgamos de ¢l una masa m. Halla el movimiento
que realizara la masa tras soltarla. Despreciaremos la masa del muelle y la
friccién del aire (y = 0).
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y2<4km

:i’T\\A\/\‘f\/\/\vf\vf\vf\ e
\/ \/ VAAVAAY t

V> = dkm

v

I

Figura 2: Elongacién z(t) de distintos movimientos amortiguados frente al
tiempo. En el caso subamortiguado (arriba), v < 2vkm y la solucién os-
cila con amplitud cada vez menor. La linea discontinua representa la fun-
cién e~7(2m) Cuando existe amortiguamiento critico (centro), v = 2vkm.
La linea discontinua se convierte entonces en una solucion posible del movi-
miento para unos valores de las condiciones iniciales, pero otros valores daran
graficas distintas. Aqui se ha representado con linea continua la solucién del
ejercicio 7. En el caso sobreamortiguado (abajo) v > 2v/km, v la posicién se
amortigua mas lentamente que la funcién e~/ m).
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i

Figura 3: Al colgar una masa de un muelle vertical y soltarla, la posicién y
elongacién iniciales son nulas.

Ejercicio 10 [Respuesta: pagina 87] Vamos a repetir el ejercicio anterior
anadiendo el efecto del rozamiento del aire (y > 0). Comprueba que la solu-
cién particular calculada en la resolucién del ejercicio anterior sigue siendo
valida. Halla el movimiento de la masa.

Si v > 0, la solucién de la ecuacién homogénea se amortigua, es decir,
tiende a cero a medida que avanza el tiempo.

lim x4 (t) = 0.
t—o0

Esto implica que, en la solucion general de la ecuacién no homogénea, cuando
el tiempo es muy largo, la solucion general tiende a la solucién particular.

x(t) =xp(t) + zp(t) — zp(t), cuando t — oo.

En otras palabras, la solucion particular representa el comportamiento de la
solucion general para tiempos muy largos. En un movimiento subamortigua-
do, por ejemplo, como la amplitud de la oscilacion amortiguada decae como
la exponencial exp(—~t/(2m)), la solucién xp(t) serd una aproximacién muy
buena a la solucién general cuando t > 2m/~.

En muchas aplicaciones practicas, la forzante externa es una funciéon pe-
riddica del tiempo, como F(t) = Fycos(wpt) o F(t) = Fysin(wpt). Escri-
biremos wp para distinguir la frecuencia angular de la forzante externa de
la frecuencia w que hemos estado calculando hasta ahora. Para el oscilador
armonico, la frecuencia es wy = \/k/m y se le suele llamar la frecuencia
natural de oscilacién. Corresponde a la oscilacion en ausencia de fuerzas ex-
teriores. Al introducir la friccion, obtenemos la frecuencia amortiguada w.
Como hemos visto, se puede determinar a partir de m, v y k. En cambio, wg
puede ser arbitrario, segiin agitemos la masa mas o menos lento.
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Ejercicio 11 [Respuesta: pagina 89] Consideremos la ecuacién diferencial
del oscilador forzado con una forzante compleja,

F(t) = Foeiiwt.

—iwpt

Comprueba que el fasor x(t) = zge resuelve la ecuacién, siempre que la

constante xy valga
Fy

k—mw? — iwpy’

Zo

Ejercicio 12 [Respuesta: pagina 89] Para resolver el caso en que tenemos
una forzante real de la forma

F(t) = Fycos(wpt),

nos fijamos en que F(t) es la parte real de la forzante considerada en el
ejercicio anterior,

F(t) = Re (Foe ™),

y por lo tanto la solucién es la parte real de la solucién calculada en el caso
anterior. Halla la solucion y comprueba que satisface la ecuaciéon. Recuerda
que en este caso estamos suponiendo que Fj es un nimero real.

Ejercicio 13 [Respuesta: pagina 92] Ahora vamos a resolver la ecuacién
con otra forzante real,
F(t) = Fysin(wgpt),

con Fj real. El seno se puede escribir en términos de exponenciales complejas

iwpt _ —ilwpt

21

sin(wpt) = ¢

e
La forzante es la suma de dos exponenciales complejas, asi que podemos
escribir la solucién particular como suma de las soluciones particulares para
estas dos exponenciales consideradas por separado.

Para resolver problemas con forzantes mas generales de la forma F(t) =
Acos(wpt) + Bsin(wpt) basta darse cuenta de que

F(t) =Re ((A+iB)e ")

Entonces podemos escoger Fy = A + 1B, resolver como en el ejercicio 11 vy,
después, tomar la parte real de la solucion. En particular, podriamos haber
resuelto asi el ejercicio 13, pero la idea ahi era ilustrar que, si tenemos una
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Figura 4: Elongacién z(t) frente al tiempo para un oscilador forzado. La linea
discontinua corresponde a la solucién xp(t) calculada en el ejercicio 13. Las
lineas continuas azul y roja corresponden a diferentes condiciones iniciales.
Al avanzar el tiempo, todas las soluciones se van aproximando a zp. A la
solucion para tiempos largos se le suele llamar estacionaria.

forzante que es la suma de otras dos para las que sabemos resolver la ecuacién
del movimiento forzado, entonces la solucién para la suma de forzantes es la
suma de soluciones para las forzantes por separado.

Ejercicio 14 [Respuesta: pagina 93] En el movimiento forzado del ejer-
cicio 11 obtuvimos una amplitud de oscilacion compleja

ok —mwd — iwpy

Zo

La amplitud real del movimiento no es mas que el médulo |zg|. Calcula |xg|
y busca la frecuencia de resonancia (es decir, la frecuencia para la que |zo| es
méxima). Muestra que la amplitud de resonancia serd mayor cuanto menor
sea el valor absoluto de .

Aqui viene bien una advertencia. Se puede definir la frecuencia de reso-
nancia como aquella para la que la amplitud de la velocidad &(t) es maxima,
en lugar de la amplitud de la elongacién x(t). En ese caso, la frecuencia de re-
sonancia coincide ezactamente con la frecuencia natural wp = £+/k/m = wy.
Para comprobarlo, se puede partir del médulo |Z| de la velocidad

— Fpiwe ¢t

(4) —
&) k—mw? — iwpy’

y buscar el valor de wr que lo haga maximo, pero tengo que confesar que
yo he hecho la comprobacién pidiendo al ordenador que hiciera la derivada
y despejara wp.
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Figura 5: Amplitud de oscilacion |zg| = |z(t)| (linea roja) cuando t — oo

(amplitud de la solucién estacionaria). Para valores pequenos del coeficiente
de friccién el maximo queda cerca de la frecuencia natural de oscilacion wy =

k/m. Si en lugar de considerar el fasor de las posiciones nos fijamos en el
de las velocidades #(t) = v(t) = voe !, encontramos que el médulo de este

fasor |vg| (linea azul) tiene un maximo exactamente en wr = wy en todos los

Casos.



Ecuaciones diferenciales

Coeficientes constantes

En el capitulo anterior vimos casos particulares de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales con coeficientes constantes, cuya forma general es

d"z d'x dzx
U + 1y +...+ a1 + apz = f(t),

donde ag, a1, ..., a,_1, a, son numeros independientes de x y t. Llamamos
a n el orden de la ecuacion diferencial. En el capitulo anterior, teniamos
ecuaciones diferenciales de segundo orden, n = 2, con ay = m, a; = 7y
y ap = k. Evidentemente, las técnicas de resolucién que utilizamos ahi se
aplican igual al caso general.

Inicialmente, dejaremos de pensar en la variable ¢ como un tiempo y
operaremos con fasores sin preocuparnos de su interpretacion. Comencemos
por la ecuacién homogénea,

d"x + a +.F dx + 0
ap—— +ap_1—— + ... +a1— + apx = 0.
dtn Lagn—1 Yat 7 7°

Si sustituimos una solucién de la forma x(t) = e~“!, y descartamos la solu-

cién trivial z(t) = 0 (para dividir por z), obtenemos una condicién para la
frecuencia w llamada ecuacion indicial,

U (—1W)"™ + @y (—iw)" ' + ..+ ar(—iw) + ag = 0.

Supongamos que resolvemos esta ecuacion y encontramos las frecuencias dis-
tintas wy, wsg, ..., wWh_1, wWy,. Entonces la solucién general sera

o(t) = Aje™™ 4 Age 2 4 A, et 4 A e
con Ay, As, ..., A,_1, A, coeficientes arbitrarios.

18
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Ejercicio 15 [Respuesta: pagina 94] Encuentra la solucién general de

dx d*x  dx
LA L )
as TiaE g 20

Cuando en la ecuacién indicial nos encontremos con raices repetidas, la
solucion correspondiente a la frecuencia repetida se escribe como una combi-
nacién lineal de exponenciales por potencias de t. Si tenemos las frecuencias

w1, W, ..., Wn_1,wy, con multiplicidades my, mo, ..., m,_1, m,, la soluciéon
general es
n m;—1
p(t) =Y > Aytiet,
i=1 j=0

con los coeficientes arbitrarios A;;. Un par de ejemplos, lo dejaran mas claro.

Ejercicio 16 [Respuesta: pdgina 95] Para la ecuacién

dBr _d’x _dx

— —3—+3——2=0,

dt3 dt? dt
escribe la ecuaciéon indicial y demuestra que tiene la raiz triple w = i. Com-
prueba que la solucién general se puede escribir

x(t) = Ajel + Agte' + Ast®el.

Ejercicio 17 [Respuesta: pagina 95] Encuentra la solucién general de

d3_x d*x  dx n
dt3 dt? dt

La resolucion de la ecuacion no homogénea

d"x N d"tx R dx N £0)
ap—+ ap1——+ ...+ a1— + apx =
dtm dtn—1 dt
tampoco tiene misterio, siempre que f(¢) sea una funcién expresable como
suma de fasores. La estrategia es la misma que en el capitulo anterior: bus-
camos una solucion particular y se la sumamos a la solucion de la ecuacién

homogénea.
Ejercicio 18 [Respuesta: pagina 95] Resuelve
dr  d*xr  dx

Pl R 1 = Fycos(wpt).
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Ejercicio 19 [Respuesta: pagina 96] Consideremos un caso en el que

f(t) es la suma de dos funciones periddicas de frecuencias diferentes, wg, y
WEy-

Bz _d*r  dx

— +2— — — — 2z = Fcos(wpt) — Fasin(wp,t).

dt3 dt? dt 1 ( 1 ) 2 ( ) )

Halla la solucién general.

Ecuacién equidimensional de Euler-Cauchy

Algunas ecuaciones diferenciales se pueden convertir en lineales con co-
eficientes constantes. En el caso de las ecuaciones lineales de segundo orden
se puede incluso determinar cuando es posible un cambio de variable asi. Sea
la ecuacién diferencial

y' 4+ Px)y + Q(x)y = F(x),

donde la prima indica derivacién respecto de x, e imaginemos que existe un
cambio de variable de x a t que transforma la ecuacién anterior en otra lineal
de coeficientes constantes. Por la regla de la cadena,

dy _ ,dv
a L

d*y , [ dx 2 ,d*x
a Y (a) EPTR

Despejando ' e y”, podemos sustituirlos en la ecuacién diferencial

d?y de  d?z 1\ dy dz\” dz\”
Y  (pp&E - )Y Sl IR P e I
dt2+< )% ~ e i@—f) dt+Q<x><dt) Y <x><dt)

Si la nueva ecuacion tiene solamente coeficientes constantes, entonces Q(x) (—

deberfa ser igual a una constante (llamémosla b).

o (%) s

Integrando esta ecuacién diferencial tenemos

N%dx.
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Como esta relacién implica que

dx B b
dat \ Qx)

podemos sustituir esta expresién en el coeficiente de % de la ecuacién dife-
rencial para obtener (operando con muchisimo cuidado) la condicién

2P(2)Q(z) + Q'(2)
(Q(x))*?
Llegamos a la conclusién de que existe un cambio de variables que convierte

la ecuacion diferencial original en una lineal de coeficientes constantes si y
solo si se satisface la condicion anterior.

= constante.

Ejercicio 20 [Respuesta: pagina 97] Encuentra la solucién general de

1
y”+<x——)y'+x2y:0.
X

También se pueden convertir en ecuaciones de coeficientes constantes las
de primer orden lineales

y' + Qa)y = F(x),

mediante el cambio de variable

t= / Q(z)dx.

Ejercicio 21 [Respuesta: pagina 98] Resuelve
' )

__J 4
4 V1 — z2

He preparado los dos problemas anteriores de una manera un tanto ar-
tificial, pero hay una clase de ecuaciones de la categoria que estamos consi-
derando, llamadas de Fuler-Cauchy o equidimensionales, que si aparecen de
vez en cuando en la practica.

Ejercicio 22 [Respuesta: pagina 99] Comprueba que la ecuacién de

Euler-Cauchy

2y + pry' + qy =0,
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(donde p y g son constantes) se convierte en una ecuacién diferencial lineal
de coeficientes constantes tras aplicar el cambio de variable z = €.

Ejercicio 23 [Respuesta: pagina 100] La misma técnica se aplica a las
ecuaciones de Euler-Cauchy de orden mayor. Por ejemplo, comprueba que
también se puede convertir en una ecuacién de coeficientes constantes

az3y" + by + cxy’ + dy = 0,

(con a, b, ¢ y d constantes) con el mismo cambio de variable x = €.

Ecuacion de ondas

Aqui solo quiero ilustrar la utilidad de los fasores como herramienta de
calculo asi que, en lugar de derivar rigurosamente la ecuaciéon de ondas, os
daré una explicacién sencilla de su origen. Empezamos con un cable tenso
como la cuerda de una guitarra a lo largo del eje x y nos preguntamos sobre
su movimiento si comienza a vibrar. Suponemos que los desplazamientos
son pequenos y que cada punto puede oscilar verticalmente. Para escribir la
segunda ley de Netwon, hay que tener en cuenta que tenemos una distribucién
continua de masa en lugar de tenerla concentrada en un punto. Si usamos p
para representar la densidad de la cuerda, e y(z,t) para su desplazamiento
vertical en el punto x y tiempo t, la fuerza en el tramo entre t =ay x = b

sera R
_ O7y(z,t)
F(t) —/a P op dz.

Para cada punto de la cuerda, la ley de Newton se convierte en

densidad de masa X aceleraciéon = densidad de fuerza,

Py(x,t)

Podria parecer que la densidad de fuerza f(z,t) serd proporcional a cudnto se
ha desplazado la cuerda verticalmente en el punto x, pero esto no es correcto.
En la figura 6 se ve que ni el desplazamiento vertical ni la pendiente deter-
minan la densidad de fuerza, sino que depende de la curvatura. Dividiendo
la ecuacién anterior por p, y teniendo en cuenta que f(x,t) es proporcional
a la curvatura de y(z,t), obtenemos la ecuacion de ondas:

0Py(x,t) _ 2 Py(x,t) .

ot? oxr?
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Figura 6: Una cuerda tensa deformada. La fuerza debida a la tensién de la
cuerda a la izquierda del punto a se cancela con la fuerza por la derecha. Lo
mismo ocurre en el punto b. En el punto ¢, debido a la curvatura de la cuerda
hay una fuerza neta hacia arriba.

La constante ¢? es simplemente una constante de proporcionalidad. Cuan-
do nos fijamos en las unidades, vemos que a la izquierda tenemos unidades
de aceleracién (distancia dividida por tiempo al cuadrado), mientras que la
segunda derivada de y(z,t) con respecto de = dos veces tiene unidades de
inverso de distancia. Para que encajen las unidades a los dos lados de la
ecuacion, la constante ¢ debe tener unidades de velocidad al cuadrado (dis-
tancia al cuadrado dividida por tiempo al cuadrado). De ahi que hayamos
escogido llamar a la constante de proporcionalidad ¢, porque asi tenemos un
parametro ¢ con unidades de velocidad. Mas adelante, veremos que esta c es
precisamente la velocidad de una onda sinusoidal.

La ecuacién de ondas tiene derivadas tanto de la posicién como del tiempo
y se clasifica por tanto como una ecuacion diferencial en derivadas parciales.
Para tratar estas ecuaciones, se usa habitualmente el método de separacion de
variables, que consiste en buscar soluciones que son productos de funciones
en los que cada funcién depende de una de las variables solamente. Por
ejemplo, en la ecuacién que nos ocupa, buscaremos soluciones de la forma
y(z,t) = Y(x)T(t), donde la funcién Y no depende de ¢, ni la funcién 7" de
x. Sustituyendo en la ecuaciéon de ondas,

Tty .. d?Y(2)
= AT
dt? cT(t) dz?

obtenemos expresiones que se pueden escribir con todas las funciones de t a
un lado de la igualdad y todas las funciones de z al otro.

Y(x)

1 &#T(t) & d&Y(x)
T(t) dt2  Y(z) da®
Ahora, la tinica manera de que las funciones a la izquierda y derecha de la

igualdad puedan ser iguales entre si, es que ambas sean iguales a la misma
constante. ;Por qué? La razon es sencilla, cada lado de la igualdad es funcion
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de una variable distinta, que pueden variar independientemente. Considere-
mos la siguiente ecuacién para las funciones f y g:

f(x) = g(1).

Aunque la forma funcional de f y g sea la misma, por ejemplo f(z) = cos(z)
y g(t) = cos(t), la igualdad no se puede cumplir en general para valores
arbitrarios de x y t. La inica manera de garantizar que la ecuacién se cumpla,
sean cuales sean los valores de z y t es que ambas funciones sean iguales a la
misma constante en todos los puntos. Para la ecuacién de ondas, llamaremos
a la constante comtn w?, por razones que seran evidentes en un momento.

1 d*T(t) )
—_— — w
T(t) dt? ’
A d*Y (z) )
= w”.
Y(z) da?
Reconocemos la primera ecuacién como la del oscilador arménico
¢TE)
o T(t) =0.

y escribimos la solucién directamente
T(t) = et

comprobando que, efectivamente, la constante que antes llamamos w? coinci-
de con el cuadrado de la frecuencia angular del oscilador. La segunda ecuaciéon
también tiene la forma de la ecuacén del oscilador armoénico

Y ()  w?
R

c2

pero en este caso, por utilizar la misma notacién empleada habitualmente,
ensayamos sustituimos una solucién de la forma Y (z) = e~ que produce
la condicion w
k=+—
c

conocida como relacion de dispersion.
Hemos llegado a la conclusién de que, para cada frecuencia angular w que
escojamos, existen soluciones de la forma

y(z,t) = Y (2)T(t) = Ae “iehe = feilwidka)

Tenemos muchas soluciones independientes para la ecuacién de ondas: dos
por cada frecuencia (una para el signo positivo del exponente y otra para el
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negativo). ;Serd la combinacion lineal de estas funciones igual a la solucién
general?

Ejercicio 24 [Respuesta: pagina 100] Para hallar directamente la solu-
cién general, vamos a resolver la ecuacion de ondas de otra manera. Realiza
el cambio de variables £ = = + ct, n = x — ct, e integra directamente la
ecuaciéon diferencial. Comprueba que se obtiene una solucién de la forma

y(x,t) = F(z + ct) + G(x — ct),

donde F' y G son funciones que no tienen por qué ser exponenciales. Verifica
que, de hecho, pueden ser cualquier funcién que tenga sentido derivar dos
veces.

Nos encontramos aqui ante un misterio. Por una parte, vemos que las
soluciones de la ecuacion de ondas son combinaciones lineales de exponen-
ciales. Por otra, la solucién es la suma de dos funciones arbitrarias. ;Son
estas dos soluciones equivalentes? ;Implicaria eso que, por tanto, podemos
escribir funciones arbitrarias como combinaciones lineales de exponenciales?
Volveremos sobre esta pregunta en las paginas que quedan por delante.

Ejercicio 25 [Respuesta: pdgina 101] Puedes imaginar la funcién F'(z +
ct) como F'(z) trasladdndose hacia la izquierda con velocidad ¢. G(z—ct), por
el contrario, viaja hacia la derecha con velocidad c. Asegurate de entender
esto.

Ecuacion del calor

Para hacernos una idea del origen de la ecuacion del calor, empezamos
con unas observaciones sencillas. Al poner en contacto objetos a temperaturas
diferentes, las temperaturas tienden a igualarse. El mas frio se calienta y el
otro se enfria. La rapidez con la que cambia la temperatura es mayor cuanto
mayor es la diferencia entre las temperaturas.

Queremos describir la distribucién de temperatura a lo largo de una barra
delgada situada sobre el eje x. Utilizaremos la funcién u(z,t) para indicar el
valor de la temperatura en el punto z al tiempo ¢. Nuestra primera obser-
vacion parece sugerir que la variacién de temperatura sera proporcional a la
derivada de la distribucién de temperaturas, pero esto vuelve a ser una im-
presion incorrecta. Si bien el flujo de calor ) es proporcional a la pendiente
de u,

ou

Q = _Hﬁ_x’
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esto no implica que la temperatura cambie en proporcion directa a la pendien-
te Ou/Ox. Para entender por qué, imaginemos que inicialmente u incrementa
linealmente con x

u(z,0) = Ax + B,

con A > 0. Entonces, el calor fluye de derecha a izquierda, pero si nos fijamos
en un punto dado, la cantidad de calor que viene por la derecha iguala a la
que se marcha por la izquierda, asi que en ese punto la barra ni se calienta
ni se enfria. Para que cambie la temperatura, necesitamos que al punto entre
una cantidad de calor diferente de la que sale, y esto ocurre solo cuando la
pendiente esta cambiando o, en otras palabras, la distribucién u esté curvada
en ese punto.

Esperamos, pues, que la temperatura cambie con la segunda derivada de
u. Cuando sea positiva esta segunda derivada (como en cualquier minimo de
u), habrd una acumulacién neta de calor en el punto y aumentara la tempe-
ratura, mientras que cuando la segunda derivada sea negativa disminuira wu.
Concluimos que la ecuacion diferencial buscada serd

ou 0u

— =a—.

ot 0x?
La constante « se llama difusividad térmica y tiene unidades de distancia al
cuadrado dividida por tiempo y temperatura.

Ejercicio 26 [Respuesta: pagina 101] Utiliza la técnica de separacién
de variables que vimos en el apartado anterior para resolver la ecuacion del
calor.

En ocasiones, nos interesa determinar la distribuciéon de temperatura es-
tacionaria, es decir, qué temperatura alcanza la barra finalmente. Como ya
no habra cambios,

ou

ot
y la ecuacion del calor se convierte en

d*u

dzx?
Las derivadas parciales se sustituyen por derivadas totales porque la funcion
u estacionaria no depende del tiempo.

0,

Ejercicio 27 [Respuesta: pagina 102] Supongamos que nuestra barra se
encuentra entre los puntos * = 0 y x = L. En sendos extremos colocamos
termostatos que mantienen la temperatura fija a los valores ug y uy, respec-
tivamente. Determina la distribucién final de temperatura sobre la barra.
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Llegados a este punto, el misterio de las exponenciales se vuelve més
profundo. Cuando teniamos ondas en una cuerda, vimos que existe mucha
libertad para especificar la forma de la onda. Pensando en términos fisicos,
podemos tirar de la cuerda de modo que aparezcan sobre ella esquinas no
derivables. Sin embargo, nuestra otra solucién contenia solo una superposi-
cién de exponenciales, y estas son derivables en todo punto. Ahora, con la
ecuacion del calor, encontramos de nuevo soluciones exponenciales, pero la
distribucién u(z,t) no tiene por qué ser continua siquiera. En el ejercicio
anterior, puede que la temperatura de la barra antes de ponerla en contacto
con los termostatos fuera (ug + ur)/2. Si uy # uy, entonces la distribucién
tendria discontinuidades en los extremos x = 0 y © = L. En realidad, cual-
quier problema que consista en poner en contacto objetos a temperaturas
diferentes empezara con una discontinuidad en la temperatura. ;Se pueden
utilizar las soluciones exponenciales para describir estas situaciones? Volve-
remos a encontrarnos con esta pregunta en el capitulo final.

La distribucion de temperatura en el seno de una estructura tridimensio-
nal satisface una ecuacion del calor mas general:

du

e 2
5 aVau,

siendo V? el operador laplaciano,
0%u N 0*u N 0%u
ox? oy 022

Vu =

La version estacionaria de esta ecuacion se conoce con el nombre de ecuacidn
de Laplace,
2
Veu = 0.

Para cerrar este capitulo, nos enfrentaremos a un problema mas dificil: cal-
cularemos la distribucion de temperatura estacionaria sobre un disco plano.
En unidades adecuadas, tendremos un disco de radio unidad.

Ejercicio 28 [Respuesta: pagina 103] Comencemos transformando a
coordenadas polares la ecuacion de Laplace en dos dimensiones
Pu O0u

Viu = —

57 oy =

Ejercicio 29 [Respuesta: pagina 104] Utiliza la técnica de separacién de
variables para convertir la ecuacién diferencial en derivadas parciales obteni-
da en el ejercicio anterior en dos ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Ejercicio 30 [Respuesta: pdgina 105] Resuelve la ecuacién para la coor-
denada angular.

Ejercicio 31 [Respuesta: pagina 105] Ahora resuelve la ecuacién para
la coordenada radial.

Ejercicio 32 [Respuesta: pagina 106] Supongamos que sobre el borde del
disco se mantiene la temperatura constante con una distribucién que depende
de la coordenada angular, de modo que la distribucién de temperaturas u(r, 0)
cumple

u(1,0) = ugcos(6).

Encuentra la distribucién estacionaria de temperaturas.



Vibraciones

Circuitos RLC

En el capitulo anterior atravesamos parte del campo de las ecuaciones
diferenciales, equipados solo con nuestras funciones de prueba en forma de
fasores, y conseguimos resolver las ecuaciones de ondas y del calor. Desde el
punto de vista de las aplicaciones a sistemas fisicos, no hay duda de que hemos
llegado a un lugar interesante, pero las soluciones encontradas, los campos de
fasores u(z,t), son conceptos mas complejos que los fasores que vimos en el
primer capitulo, pues dependen de la posicién ademas del tiempo. ;Se pueden
utilizar los fasores del primer capitulo para representar sistemas que no sean
las agujas de un reloj o una masa pegada a un muelle? Afortunadamente, si.

En la figura 7, he dibujado un circuito eléctrico RLC con una resisten-
cia (R), un inductor (de inductancia L) y un condensador (de capacidad C')
conectados en serie a una fuente de tensién, V(t), que puede ser variable en
el tiempo. Para determinar la corriente que circula, necesitamos, primero,
la ecuacion constitutiva de cada componente, es decir, como se relaciona la
diferencia de potencial entre sus bornes con la corriente que circula por él. Se-
gundo, aplicaremos la ley de las tensiones de Kirchoff al efecto de conectarlas
en serie. El objetivo aqui no es aprender teoria de circuitos, sino mostrar que
podemos aplicar las mismas técnicas del primer capitulo a otros problemas
que, en principio, parecen totalmente diferentes del oscilador armoénico.

Empecemos por los componentes. La ley de Ohm relaciona la diferencia de
potencial entre los extremos de la resistencia con la corriente que la atraviesa.

Vr(t) =1(t) R.
El inductor cumple la ley de Faraday,

dl
) =L —.
Vi(?) dt

Por 1ltimo, la diferencia de potencial a los lados de un condensador depende

29
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Figura 7: Un circuito RLC formado por una resistencia, un inductor y un
condensador conectados en serie.

de cuanto se haya cargado y de su capacidad.

La segunda ley de Kirchoff afirma que en un circuito cerrado la caida de
tensiones es igual a la tensién suministrada, es decir, Vg (t) + VL (t) + Ve (t) =
V(t).

HﬂR+L%+éA%@dnﬂ%)

Derivando esta expresion para eliminar la integral, obtenemos una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden para I(t).

dl 211 av
el S VAL
g it te =1

Ejercicio 33 [Respuesta: pagina 107] Resuelve la ecuacién diferencial
para el circuito RLC con V(t) = Vj sin(wpt) teniendo en cuenta que es
equivalente a la de un oscilador forzado.

Cajas negras

Cuando examinamos el oscilador forzado, vimos que los movimientos
transientes decaen al estado estacionario cuando t > 2m/~. En el circui-
to RLC, por tanto, nos quedard la solucién estacionaria cuando ¢ > 2L/R.
Vamos a pensar en el estado estacionario del circuito en términos de una caja
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negra, es decir, tratamos el circuito completo como un dispositivo descono-
cido al que le suministramos una sefial (la tensién V' (¢)) y que responde con
otra (la intensidad I(¢). Tomando la solucién estacionaria del ejercicio 33,
vemos que se puede escribir en la forma

‘/Oefiwpt

i —leL+R

wpC

I(t) =
La respuesta del circuito viene caracterizada por un solo nimero complejo,

i
Z =—— —iwrpL + R.
wFC Wk +

que por supuesto depende de la frecuencia. Entonces escribimos una ecuacién
constitutiva para nuestra caja negra parecida a la ley de Ohm:

Llamamos a Z impedancia, y la definimos como Z = V' (t)/1(t).

Ejercicio 34 [Respuesta: pagina 108] Supongamos que I(t) = e “rt.
Utiliza las ecuaciones constitutivas para comprobar que la impedancia de la
resistencia es Zg = Ry la del inductor Z;, = —iwg L. Si derivamos la ecuacion
constitutiva del condensador, obtenemos

Ve _ 1)
a  C
Supén que Vi (t) = Voe “Ft para demostrar que Z¢ = i/(wrC).

Tanto la resistencia como el inductor y el condensador son componentes
lineales, es decir, aportan un término lineal a la ecuacion diferencial para
la intensidad I(t). Resulta que la impedancia del circuito RLC en serie que
vimos antes es igual a suma de las impedancias de sus componentes:

7 =TJp+ 71+ Zo.

Con componentes lineales, muchas veces podemos simplificar el analisis del

circuito agrupando elementos y calculando su impedancia equivalente. Si se

conectan en serie componentes de impedancias Z; y Zs, equivalen a un ele-

mento de impedancia Z = Z; + Z5. Si se conectan en paralelo, la impedancia
- 11, 1

equivalente cumple - = 7zt %
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Ya vimos que la linealidad de la ecuacion diferencial implica que, si tene-
mos una ecuaciéon inhomogénea de la forma

dI &I 1 d
G Rl S 1) =

CCREL S+ (Vilt) + Va(0),

pero conocemos la solucién estacionaria cuando a la derecha Vi(t) = 0y
cuando V5(t) = 0 (llamemos [;(¢) e I5(t) a estas soluciones) entonces, debido
a que

d dv,  dv;
—(Vi(t ) = — + —
ar V10 Vel) = S

la solucion estacionaria de la ecuacién inhomogénea no es mas que la suma
I(t) = Li(t) + Lx(t).

En términos de cajas negras, podemos decir que si sumamos las senales de
entrada, obtenemos la suma de las respuestas a cada senal.

Ejercicio 35 [Respuesta: pagina 108] A consecuencia de esta linealidad
y del hecho de que la amplitud de la respuesta depende de la frecuencia, se
pueden utilizar circuitos RLC para filtrar senales en funcién de su frecuencia.
Por ejemplo, supongamos que aplicamos a nuestro circuito una tension de la
forma

V(t) = sin(wqt) + sin(wst) + sin(wst),
donde w; = 1/(5vV LC), wy = 1/VLC y wg = 5/ LC. Calcula la intensidad

de corriente que circulara. ; Cual seria el resultado si se multiplica el valor de
L por 25 sin cambiar las frecuencias wy, wy y w3?

Pequenas vibraciones

En el primer capitulo examinamos en detalle la dinamica de una ma-
sa sujeta con un muelle lineal y en este hemos visto que podemos aplicar
las mismas técnicas al circuito RLC en serie, que en principio parece un
sistema completamente diferente. Sorprendentemente, el oscilador armoénico
representa el comportamiento de un sistema genérico que realiza pequenas
vibraciones en torno a un punto de equilibrio estable, desde una canica en el
fondo de un tazén a estructuras complejas.

Por simplificar, imaginemos una particula cuya energia potencial V' de-
pende de la coordenada z. Los puntos de equilibrio estable xy corresponden
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Figura 8: El péndulo simple: un punto de peso mg que solo puede desplazarse
sobre un arco de circunferencia de radio [.

a los minimos de V(z). Supongamos que podemos desarrollar V(x) en serie

de Taylor en torno a xg:

V”(ZEO)
2!

V///(l,o)
3!

V(z) = V(xg) + V'(x)(x — x0) + (x —x0)? + (x—x0)® +...
Como el punto zy es un minimo, la primera derivada de V' se anula en ese
punto, asi que V’(xy) = 0. Para valores suficientemente pequenos de (x — x)

y siempre que V" (zq) # 0 podemos aproximar el potencial mediante

V(z) =~ V(xg) + @(:p — )%

Ahora bien, la fuerza que siente la particula en = sera

_ov
ox

En otras palabras, el minimo de potencial se comporta como un muelle lineal
de constante k = V" (zy) para desplazamientos pequenos cerca de ese punto,
y la frecuencia de vibracién serd w = /V"(xzq)/m.

En fisica, el péndulo simple representa el caso paradigmatico de un siste-
ma asi (Fig. 8). Aunque se puede tratar de manera més detallada, teniendo
en cuenta el momento de inercia del disco y de la barra, como en el péndulo
de un gran reloj de madera, esto solo complica las ecuaciones sin aportar al
punto que quiero ilustrar, asi que lo reduciremos una particula puntal que se
mueve sobre un arco de radio [, despreciando la masa de la barra. Entonces,
la energia potencial del péndulo no es mas que el peso por la altura del punto,
que depende del angulo 6,

F(x) = = —V"(x0)(z — x0).

V(0) =mg I(1 — cos(0)).
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Figura 9: Un sistema de osciladores idénticos de masa m acoplados mediante
muelles de constante k. Las coordenadas x; representan el desplazamiento de
cada masa respecto de su punto de equilibrio.

Ejercicio 36 [Respuesta: pagina 110] Desarrolla en serie de Taylor la
energia potencial del péndulo y escribe su ecuaciéon del movimiento para
oscilaciones pequenas. Determina el periodo. Ten en cuenta que 6 es una
coordenada angular, asi que el equivalente a la segunda ley de Newton es

mil20 = _8_V

20’

es decir, el momento de inercia mi? por la aceleracién angular @ es igual al
momento de la fuerza.

Osciladores acoplados

El apartado precedente todavia no da idea del alcance que tienen los faso-
res para simplificar el estudio de las vibraciones. Vamos a complicar nuestro
objeto de estudio imaginando una cadena de N masas conectadas por me-
dio de muelles lineales (Fig. 9). Denotaremos con z; el desplazamiento de la
particula ntimero ¢ respecto de su posicion de equilibrio. La primera y tltima

particula tienen por ecuacién de movimiento

mil = —k’([L‘l — l‘g),

min = —k(zy —xNn_1),
repectivamente, mientras que las otras particulas obedecen
mE, = —k(x, — xn_1) + k(Tpe1 — Tp),
conn=2, 3, ..., N—1. Expandiendo esta tultima expresion,

mi, = —2kx, + kx, 1+ kr, 1.
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Aunque en principio podriamos resolver las ecuaciones con diferentes masas
y constantes de muelle, simplificaremos el tratamiento eligiendo particulas y
muelles idénticos.

Empezaremos buscando soluciones para las que todas las particulas vi-
bran con la misma frecuencia. Para ello, aplicamos la estrategia habitual de
representar las coordenadas con fasores,

—iwt

T (t) = Tpe ™,

y los sustituimos en las ecuaciones. Ahora utilizamos z,, para el niimero com-
plejo que contiene la amplitud y la fase inicial (antes usdbamos el subindice 0,
pero ahora el subindice representa el nimero de particula). Para los extremos

—mw2:f:1 = —ki’l + k.f‘Q,

—mw?d, = kin_1 — kin,
y para las demas particulas
W, = —2kEy + kn1 + ki1,
Dejando todos los términos a la izquierda,
(2k — mw?) &y, — kZp_1 — kipy1 = 0.

Este proceso ha convertido un sistema de ecuaciones diferenciales en un sis-
tema de ecuaciones lineales.

(k — mw2)§71 - ]{ZJAZ'Q = 0,

—k‘i‘l + (2k - mwz)ig - k‘i‘g = 0,
(2k — mw?) &, — kit — kinq =0,

—ki’Nfg + (2]€ - mw2)§:N,1 — /{Z.f?N = 0,

—kin 1+ (k—mw?)iy = 0.

Sin embargo, no podemos resolver el sistema porque tenemos un parametro
desconocido: la frecuencia w.

Escribamos nuestras ecuaciones en notacién matricial. Dividiendo todas
las ecuaciones entre k y utilizando wy = y/k/m para simbolizar la frecuencia
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natural de un muelle aislado, convertimos el sistema en

1—2 -1 0
“ ) & 0
-1 2-% -1 2y 0
0 -1 22— I3 0
0 =
p R | TN-1 0
(JJO A
11— )\ 0
0

De manera abreviada, escribiremos el sistema como AX = 0, con A repre-
sentando la matriz, X el vector de componentes 1, Zs, ..., Ty y 0 el vector
nulo. Al ser homogéneo, evidentemente siempre tiene por solucion

IL'l:ZL‘Q:...:ZL'N_l:ZEN:O,

pero si queremos que tenga también soluciones interesantes en las que las
particulas se muevan, entonces hay que exigir que el determinante de la ma-
triz se anule (det(A) = 0) o, en otras palabras, que el sistema sea compatible
indeterminado.

Ejercicio 37 [Respuesta: pdgina 110] En una cadena de N = 3 oscila-
dores, calcula las frecuencias naturales de vibracién del sistema.

Ejercicio 38 [Respuesta: pagina 111] Determina cémo se mueven las
particulas para cada una de las frecuencias calculadas en el ejercicio anterior.

En lugar de escribir por separado las ecuaciones del movimiento de las
masas de los extremos, podemos decir que todas las particulas obedecen la
ecuacion de movimiento

mi, = —2kx, + kr,_1 + kxniq,

paran =1, 2, ..., N, anadiendo que xg = 21 y *n11 = Ty, siendo zg y
xn41 coordenadas que no corresponden a ninguna de las masas.

Ejercicio 39 [Respuesta: pdgina 112] Se pueden imponer otras condi-
ciones en los bordes. Supongamos que queremos representar una cadena con
los extremos sujetos a puntos fijos con muelles (como en la figura 10). ;Qué
valores se debe dar a z¢ y xy,1 en esta situacion? Otra alternativa habitual
son las condiciones de contorno periddicas, en las que los extremos estan
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en contacto con copias idénticas del sistema a izquierda y derecha ;como se
representa esta situacion en términos de xo y xn417

Ejercicio 40 [Respuesta: pagina 112] Demuestra que la suma de solu-
ciones del sistema AX = 0 también serd una solucién.

Esta propiedad implica que, si conocemos tantas soluciones linealmente
independientes como variables (tal y como ocurria en el ejercicio 38) entonces
podemos escribir cualquier solucién del sistema como combinacion lineal de
las que ya conocemos.

Ejercicio 41 [Respuesta: pagina 113] Si en la cadena de tres masas
tiramos de la primera, manteniendo fijas las otras (r1 = —1 y 9 = x3 = 0)
y soltamos jcomo se moveran las masas?

Al escribir las funciones z;(t) mediante fasores, hemos supuesto implici-
tamente que la cadena de muelles permanece en el mismo sitio, aunque las
masas oscilen. Como las fuerzas sobre las masas dependen solo de la separa-
cion relativa entre masas, podria ocurrir que la cadena completa se estuviera
desplazando con velocidad v. Las soluciones tendrian entonces la forma

Tp(t) = Tpe ™ + ot

pero seguirian obedeciendo la misma ecuacién del movimiento porque la se-
gunda derivada de vt se anula. Omitir el término vt equivale a decir que en
nuestras coordenadas zy, s, ..., xy el centro de masas permanece fijo.

Ejercicio 42 [Respuesta: pagina 114] Si la cadena de tres osciladores
empieza en reposo y la primera masa recibe un golpe que le imparte la ve-
locidad v, jcémo se moveran a partir de ese momento las particulas? Ten
en cuenta que si £; = vy &3 = @3 = 0, el centro de masas se encuentra en
movimiento.

Modos normales

Ya sabemos resolver las ecuaciones del movimiento para cadenas de osci-
ladores arménicos acoplados. Hemos visto que existen soluciones muy concre-
tas para las que todas las masas acopladas oscilan con una misma frecuencia.
Se llama a estas soluciones modos normales. Sabemos que podemos escribir
otras soluciones como combinacién lineal de estos modos normales, que exa-



38 FASORES

Figura 10: Dos osciladores de masa m conectados entre si y a puntos fijos
mediante muelles de constante k.

minaremos ahora con un poco méas de detalle en busca de una comprensiéon
mas profunda.

Partimos de un sistema de dos osciladores amarrados a puntos fijos y
conectados entre ellos (figura 10). Tenemos las ecuaciones del movimiento,

mil = —k’[L‘l + k’(ZL‘Q — ZL‘1),

m.i'g = —k(l’z — .I‘l) — kl’z,
que, definiendo wy = y/k/m, podemos reescribir de la siguiente manera:

. 2 2
T1 = —2wixy + Wy,

. 2 2
To = WyT1 — 2wy Ta.

Ejercicio 43 [Respuesta: pdgina 115] El centro de masas del sistema

tiene por coordenada
1 + T2

(=

Definiremos también la coordenada n como la separacion entre las dos masas.

N =xy— T1.

Demuestra que el cambio de variables de x1, o a las coordenadas £ y 7
convierte el sistema de ecuaciones diferenciales lineales anterior en

é = _wg§7
i) = —3win.

Dicho de otro modo, el centro de masas £ y la separacion entre particulas
1 se comportan como osciladores armoénicos simples e independientes entre
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si. Las otras soluciones se pueden expresar como combinaciones lineales de
estos dos movimientos.
En el caso general de N osciladores, podemos escribir las ecuaciones del
movimiento,
mi, = —2kx, + kr,_1 + kx,i1,

en forma matricial como si fueran las de un oscilador armoénico

mx = —Kx,
con x = (ry1, T, ..., TN), X = (¥1, T2, ..., TN), ¥
2k —k 0 0 0
—k 2k —k 0 0
0 —k 2k 0 0
K= . )
0 0 0 ... 2k -k
0 0 0 ... —k 2k

Aqui K corresponde a un sistema con los extremos unidos por muelles a
puntos fijos, pero no es dificil cambiarlas a condiciones libres o periddicas,
como en el ejercicio 39.

Ejercicio 44 [Respuesta: pagina 115] Comprueba que, si x(t) representa
un modo normal de frecuencia w, entonces satisface la ecuacion

es decir, al multiplicar el vector X por la matrix K, obtenemos un vector
proporcional a X, siendo la constante de proporcionalidad mw?. Muestra la
equivalencia entre la ecuaciéon anterior y

(K — mw’)% =0,

donde I representa la matriz identidad. Esta ecuacion tiene soluciones dife-
rentes de la trivial X = 0 solo cuando det(K — mw?I) = 0.

En terminologia de dlgebra lineal, los modos normales son autovectores
del operador lineal K multiplicados por el factor e, con autovalores iguales
a la masa por su frecuencia angular al cuadrado.

Recapitulando, la cadena de osciladores acoplados satisface un sistema de
ecuaciones diferenciales que podemos escribir como un movimiento armoénico
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generalizado, mx = —Kx. Para encontrar las soluciones, buscamos los au-
tovalores mw? de K resolviendo la ecuacién det(K — mw?I) = 0. Una vez
conocidas las frecuencias de los modos normales, las sustituimos en la ecua-
cion (K — mw?I)X = 0 para determinar los modos normales. Finalmente,
utilizamos las condiciones iniciales para escribir la solucién como una super-
posicion de modos normales.

Ejercicio 45 [Respuesta: pagina 116] Resuelve de nuevo los problemas
37, 38 y 41 para una cadena de tres masas, pero esta vez con los extremos
sujetos mediante muelles a puntos fijos.

Forzar y amortiguar

Hemos resuelto el problema general de las vibraciones naturales de un
conjunto de osciladores acoplados, pero ;jqué ocurre si agitamos esta estruc-
tura con una frecuencia dada wr? De hecho, nada impide que agitemos cada
oscilador con una frecuencia diferente. ; Qué ocurrird entonces?

Las ecuaciones del movimiento, escritas en forma matricial serian

mx + Kx =F,
donde F representaria un vector de forzantes,

Fle—inlt

F2€—in2t
F =

FNefleNt

Ejercicio 46 [Respuesta: pagina 117] Para empezar, consideremos una
forzante en la que todas las componentes son nulas excepto una. Por sim-
plicidad, escogemos la primera: F = (Fle*i“’“t, 0, ..., 0), con F; # 0.
Demuestra que, mientras que la frecuencia wg; sea diferente de todas las fre-
cuencias de los modos normales, este sistema de ecuaciones lineales tiene por
solucion x(t) = xg(t) + xp(t), donde xp(t) representa cualquier solucién de
la ecuacién homogénea, de modo que mx gy +Kxg = 0, y xp(t) es la solucién
estacionaria, xp(t) = (K — mw2,I) " F.

Ejercicio 47 [Respuesta: pagina 118] Escribe la solucién estacionaria si
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la forzante tiene la forma

Fle—iwplt Fle—iwplt O 0
FQefiWFQt 0 FQefiWFQt 0

F = : = : + : ot
FNefinNt 0 0 FNefinNt

Ejercicio 48 [Respuesta: pagina 118] Cuando la frecuencia forzante
iguale a una de las de los modos normales, el sistema habitualmente no tendra
solucion, lo cual implica que no existe solucion estacionaria. Sin embargo, hay
valores muy concretos de la forzante para los que si existe solucion. Demuestra
que si forzamos el sistema del ejercicio 45 con frecuencia wyp = wyv/2, entonces
tiene solucién estacionaria xp(t) = e “rt si

-1
F —_ -9 e—int’
—1
pero no si
1
F=|0]ewrt
2

Si anadimos el efecto del rozamiento a la ecuacion diferencial, la conver-
timos en
mx +vx+ Kx =F.

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales, primero tenemos que
encontrar la solucién de la ecuacién homogénea asociada.

Ejercicio 49 [Respuesta: pagina 119] Si no se fuerza, el sistema anterior
se reduce a
mx +vx + Kx = 0.

Demuestra que entonces las frecuencias normales tienen la forma

_ ﬁ_(l)z
u}j_Qer m o2m/ '

donde A; representa un autovalor de la matriz K.

Ejercicio 50 [Respuesta: pdgina 120] Demuestra que cuando v > 0y
F = Feiwrt
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(siendo F un vector constante arbitrario), las ecuaciones diferenciales para
el sistema de osciladores acoplados forzados y amortiguados siempre tienen
solucion estacionaria igual a

xp(t) = (K — (mw? + iwpy)I) " TRe wrt,



Ondas

Ondas de presion y de cizalla

Si en una de nuestras cadenas de osciladores empujamos la masa de un
extremo, esta empujara a la siguiente, que empujard a la siguiente, y asi
sucesivamente, de modo que la perturbacién se propagara a lo largo de la ca-
dena, aunque las masas permanezcan atras, oscilando en torno a su punto de
equilibrio. Se puede pensar en una onda de presiéon como la version continua
del mismo fenémeno.

Empezamos por cambiar la notacién. Si entre las masas de la cadena hay
una separacién de h, entonces escribimos z;(t) como ¢(jh, t). Por tanto,
la funcién ¢(z, t) representa el desplazamiento de la cadena en el punto x
al tiempo t. Sea la masa total de la cadena M, el nimero de masas N y la
longitud de la cadena L. Entonces m = M /N y h = L/(N —1) (si tengo cinco
masas, habra cuatro separaciones entre ellas, de ahi que use N —1 en lugar de
N). Al hacer tender el nimero de masas N a infinito manteniendo constantes
M y L, obtenemos una barra eldstica continua con un desplazamiento para
cada punto x € [0, L], que representamos con ¢(x, t). La barra se puede
extender o comprimir en diferentes puntos, pero supondremos que ¢ es una
funcién analitica de x.

Ejercicio 51 [Respuesta: pdgina 120] Demuestra que

o)  lim d(x + h,t) + ¢(x — hyt) — 2¢(x, 1)

0x? h—0 h2

Para hacerlo, desarrolla en serie de Taylor ¢(z + h,t) y ¢(x — h,t), suma
ambas series y despeja la segunda derivada de ¢ respecto de x.

Ejercicio 52 [Respuesta: pagina 121] Pongamos que queremos disenar
una cadena de N osciladores sujeta por un extremo (zo = 0) que oponga la
misma fuerza al estiramiento del extremo opuesto que un muelle de constante
K. ;Qué constante debemos escoger para cada uno de los muelles?

43
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La ecuacion del movimiento para las masas
m, = —2kx, + kr,—1 + kxniq,

reescrita en términos de ¢(x,t) se convierte en

¢
Mo = k(¢(z + h,t) + ¢(x — hyt) — 2¢(x,t)).

Para mantener la masa y la elasticidad de la cadena independiente del nimero
de osciladores, escogemos m = M/N y k = NK (ejercicio 47). Ademas,
N = L/h+1, pero como el nimero de masas va a tender a infinito, podemos
escribir directamente N = L/h.

¢  KL?¢(x+ h,t)+ ¢(x — h,t) — 2¢(x,1)
o M h?

Tomando el limite h — 0 (equivalente a N — oo) y usando el resultado del
ejercicio 46,

Py  KL*0%¢

o2 M 0z
una ecuacién de ondas con velocidad ¢ = /K L/p, donde p = M/L es la
densidad lineal del material. Una consecuencia interesante de este analisis:
podemos medir la velocidad del sonido en un material usando su longitud,
densidad y cuanto se estira para una fuerza dada.

Por segunda vez, nos hemos encontrado con la ecuacién de ondas. La
primera vez, aparecio en el capitulo anterior cuando describimos las ondas
transversales en una cuerda tensa. Ahora vemos que la misma ecuacién se
aplica a ondas longitudinales. ; Qué hay de las ondas de cizalla? Nada impide
repetir la derivacion anterior interpretando los valores de ¢(z,t) = y(z,t)
como desplazamientos perpendiculares al eje x, teniendo en cuenta que la
constante de muelle para desplazamientos transversales no tiene por qué ser
la misma que en el caso anterior, asi que las ondas transversales pueden
propagarse a una velocidad diferente de la de las longitudinales.

De todas formas, adoptaremos una derivacién alternativa, que resultara
util mas adelante. Empezamos imaginando un grueso tomo de antigua en-
ciclopedia sobre una mesa. Si nos apoyamos sobre ella y hacemos fuerza
perpendicular al lomo, pero paralela a la mesa, el tomo responde con una
fuerza en sentido opuesto que tiende a restaurar su forma. Si producimos
una deformacion ¢ esta fuerza sera

4,2

F= e
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Figura 11: Si deformamos un material eldstico desplazando lateralmente la
superficie de arriba, respondera con una fuerza proporcional a su area y
a la pendiente del desplazamiento respecto de la altura F' = —Au%. Sin
embargo, una ldmina intermedia de anchura Az sentird fuerzas debidas a las
deformaciones del material por encima y por debajo.

A representa el area de la portada y ¢ la deformacion en la direccién x a la
altura z. Se llama a p el mddulo de elasticidad transversal o de cizalladura
(figura 11).

Si nos fijamos en un bloque de péginas intermedias de anchura Az, las
paginas que hay por encima ejerceran una fuerza en un sentido, mientras que
las que quedan por debajo haran una fuerza en el sentido opuesto, de modo
que la fuerza total sobre el bloque de paginas sera

0
FzAu(a—(j

z=z0+Az

La segunda ley de Newton nos dice que la fuerza sobre este bloque sera
igual a su masa por la aceleracion resultante. Podemos escribir la masa como
la densidad p de las pdginas por su area A por la altura del bloque Az.

D¢

F =pAAz —

PAS o
Igualando las dos expresiones para la fuerza, dividiendo por AAz y tomando
el limite cuando Az — 0, obtenemos una ecuacién de ondas de velocidad

¢ = \/p/p que se propagan verticalmente.

6 _ po%¢
o2 po22’
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Ondas estacionarias y armodnicos

Cuando estudiamos las cadenas de osciladores, vimos que admitian modos
de vibracién (normales) en las que todas las masas se movian con la misma
frecuencia, pero solo para algunos valores muy precisos de las frecuencias. La
ecuacion de ondas, por el contrario, parecia admitir soluciones con cualquier
valor de la frecuencia, siempre que se cumpliera la relacién de dispersién.
En el segundo capitulo, no hicimos suposiciéon alguna sobre la longitud de
la cuerda. De acuerdo con nuestro formalismo, podria extenderse indefinida-
mente a lo largo del eje x. Sin embargo, en cuanto le asignamos una longitud
finita y especificamos condiciones sobre los extremos, nos vemos obligados a
descartar muchas frecuencias y a quedarnos con un conjunto muy concreto.

Ejercicio 53 [Respuesta: pagina 121] Comprueba que una cuerda tensa
con los extremos fijos en x = 0 y © = L, que cumpla la ecuaciéon de ondas,
acepta soluciones de la forma

y(x,t) = A sin(wt) sin(kz).

solo para ciertos valores de la frecuencia w y del nimero de ondas k. Deter-
mina cudles. A representa cualquier niimero real.

Ejercicio 54 [Respuesta: pagina 122] Aprendimos en el segundo capitulo
que la ecuacion de ondas admite soluciones de la forma

y(.ﬁlf,t) — efi(wt:l:km).

Demuestra que la solucién del ejercicio anterior se puede escribir como la
superposicion de dos ondas sinusoidales que viajan en sentidos opuestos.

y(x, t) = Re (?e—i(wt—lm) _ ge—i(wt-i-kx)) .

Ejercicio 55 [Respuesta: pagina 123] Hay dos pistas que indican que
hay otras soluciones, ademés de las que vimos en el ejercicio 53. Primero,
ahi siempre ocurre que cuando ¢ = 0 la cuerda esta pasando por el eje x:
y(z,0) = 0, pero podriamos haber elegido poner el cronémetro a cero en
cualquier otro momento de la vibracion. Segundo, en el ejercicio 54 supusimos
que A es un numero real, pero no hay por qué limitarse a esta posibilidad.
Comprueba que

y(x,t) = B cos(wt) sin (nw%)
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Figura 12: Los tres primeros armoénicos de una cuerda vibrante sujeta por los
extremos.

también satisface la ecuacién de ondas con las mismas condiciones en los

extremos. Comprueba que aparecen términos con cos(wt) si partimos de la
expresion en el ejercicio 54 pero sustituimos A por A +iB.

En el ejercicio 53 demostramos que la funcién y(z,t) describe el movi-
miento de la cuerda cuando k = 7n/L. Se llama armoénicos a las soluciones
de esta forma. La figura 12 dibuja los tres primeros armoénicos (n = 1, 2 y

3). Otras vibraciones se pueden expresar como superposicién de armoénicos:

S a t
y(z,t) = ;An sin (mrz> sin (cmr—) :

L

Los coeficientes A,, indican la contribucién de cada arménico. El sonido ca-
racteristico de una guitarra o un violin depende de la mezcla particular de
armonicos determinada por los valores A,,.

Recordemos que, en las cadenas de osciladores, al cambiar las condicio-
nes en los extremos cambiaban los modos normales. Lo mismo ocurre con
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fenomenos descritos por la ecuacion de ondas. Por ejemplo, el sonido de una
flauta proviene de las vibraciones del aire que resuena en su interior.

Ejercicio 56 [Respuesta: pagina 124] Simplificando, trataremos una
flauta como un tubo de longitud L sobre el eje x. Las ondas de presion entre
los extremos x = 0 y x = L satisfacen la ecuacion de ondas.

Po_ .0
ot? 0x?’

Ahora bien, la onda no se anula en los extremos. Al contrario, el aire puede
entrar y salir libremente y, en consecuencia, no puede acumularse en estos
puntos. Esto quiere decir que la derivada de los desplazamientos ¢(x,t) se
anulaenz =0y x = L.

9¢
ox

_ o

= 9 =0.

=0 =L

De otro modo, se producirian gradientes de densidad. Resuelve la ecuacion
de ondas con estas condiciones de contorno.

Capa limite de Stokes

Extendamos el ambito de aplicacion de los fasores mas alla de la vibracion
de solidos y consideremos ondas que se propagan en el seno de liquidos o
gases. Para describir el comportamiento de un fluido, utilizamos un campo
de velocidades que depende de la posicion y del tiempo, en lugar de un
campo de deformaciones. Por tener una imagen concreta, supongamos que
vibra lateralmente el fondo del estanque que rodea a una de las fuentes de
Versailles, a consecuencia del ruido que producen las explosiones de unos
fuegos de artificio. Llamemos v(z,t) a la velocidad en la direccién x a la
altura z y en el tiempo t.

Si intentamos arrastrar la superficie del agua (empujando una balsa, por
ejemplo), el fluido opone una resistencia debido a la friccién entre ldminas

de fluido

ov
F= _Anaa

donde A seria el area cubierta por la balsa y n la viscosidad dindmica.

Ejercicio 57 [Respuesta: pagina 124] Deriva la ecuacién diferencial que
describe la velocidad del agua v en funcién de su distancia al fondo z y el
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oz 9

Figura 13: Desplazamiento lateral ¢ del agua en un estanque a consecuencia
de la vibracién lateral del fondo.

tiempo t:

ov  nd*v

ot p0oz%
Esta ecuacion es valida para pequenas vibraciones, cuando no sean impor-
tantes la conveccion ni la turbulencia.

Ejercicio 58 [Respuesta: pagina 125] Utiliza el método de separacién
de variables para encontrar soluciones de la ecuacién diferencial del ejercicio

o7.

Ejercicio 59 [Respuesta: pagina 126] Partiendo de la solucién hallada
en el ejercicio anterior, supén que en nuestro estanque se mueve el agua de
manera que

v(z,0) = E sin(kz).

Determina como evoluciona la velocidad.

Ejercicio 60 [Respuesta: pagina 126] Encuentra el estado estacionario de
la misma ecuacién cuando el fondo del estanque vibra con frecuencia wg. Esta
solucién se conoce con el nombre de capa limite de Stokes, porque representa
una vibracién apreciable solo en las cercanias de la superficie (figura 13).
Supdn que el agua esta en reposo lejos del fondo.

Ondas electromagnéticas

Ademas de ayudarnos con los calculos en mecanica de sélidos y fluidos,
los fasores resultan muy utiles también en electromagnetismo. En ese campo,
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los fenémenos se describen por medio de las ecuaciones de Maxwell:

v.E:ﬁ’
€o
V-B=0,
0B
E=——
V X 5
. 1 0E

Las primeras dos ecuaciones dicen que las fuentes del campo eléctrico son las
cargas, y que el campo magnético no tiene fuentes. La cuarta ecuacién dice
que hay campos magnéticos rodeando las corrientes y los puntos en que el
campo eléctrico varia con el tiempo. Por 1ltimo, la tercera ecuacién afirma
que hay campo eléctrico alrededor de los puntos en los que varia el campo
magnético.

En el espacio vacio, en ausencia de cargas (p = 0) y de corrientes (j = 0),
las ecuaciones anteriores se convierten en

V-E =0,
V-B=0,
0B
E=—
V x 5
1 0K
B=——.
VX c2 ot

Ejercicio 61 [Respuesta: pagina 127] Utiliza las ecuaciones de Maxwell
junto con la identidad vectorial

Vx(VxA)=V(V-A)-V?A

para demostrar que tanto el campo eléctrico como el magnético cumplen la
version tridimensional de la ecuacion de ondas en el espacio vacio
A

272
W:CVA

V2A representa

PA  0?PA  O’A

Ox? * Oy? + 022’

asi que, si el campo A depende solo de la coordenada z, la ecuacién diferencial
se convierte en

VA =

A LA

o2 ¢ 022’
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por lo que se pueden aplicar las técnicas que hemos aprendido a los campos
eléctrico y magnético.

La ecuacién de Schrodinger

Para cerrar el capitulo, nos enfrentaremos a la formula fundamental de la
mecanica cuantica: la ecuacién de Schrodinger. En una dimension, la ecuacion
para la funcién de onda ¥ se escribe

h 0*V LoV
_%W + V(I)\I/ = lﬁ,a
V' (x) representa la energia potencial del electrén como funcién de la posicién
x, m es la masa del electrén, h es la constante de Planck dividida entre 27
y la funcién de onda W(x,t) se utiliza para calcular la densidad de proba-
bilidad P(z,t) de encontrar al electrén en la coordenada x en el tiempo ¢
con la relacion P(z,t) = W(x,t)W¥(x,t). Por primera vez, aparece el niimero
imaginario i directamente en la ley fisica, ligando estrechamente la mecanica
cuantica a los niimeros complejos.

Ejercicio 62 [Respuesta: pdgina 128] Utilizando el método de separa-
cién de variables, encuentra soluciones para la ecuacién de Schrodinger en el
espacio vacio (cuando V(x) = 0).

Evidentemente, en estos tltimos apartados no pretendo ensenar electro-
magnetismo ni cuantica, sino mostrar que en estos campos también se pueden
aplicar los fasores y por qué.



Una brevisima introduccion a
las series de Fourier

Expresar las condiciones iniciales como suma
de fasores

Al resolver ecuaciones diferenciales lineales, nos fijamos primero en la
ecuacién homogénea asociada. Ahi hemos estado aplicando la estrategia de
sustituir soluciones en forma de fasores en busca de las frecuencias naturales
de vibracién del sistema. Si nos preguntan cémo evoluciona el sistema a partir
de unas condiciones iniciales dadas, entonces las expresamos en funcién de
los fasores calculados en el primer paso. Asi hemos operado hasta ahora,
pero podriamos preguntarnos si siempre sera posible escribir las condiciones
iniciales en estos términos.

Ejercicio 63 [Respuesta: pdgina 129] Sea el fasor x(t) = zoe !, cuya
parte real representa un movimiento oscilatorio. Demuestra que siempre exis-
te una eleccién de la constante compleja zy tal que las condiciones iniciales
son Re(z(0)) = a y Re(#(0)) = b, sean cuales sean los nimeros reales a y b.

Ejercicio 64 [Respuesta: pagina 129] El problema se complica para las
cadenas de osciladores, porque la condicion inicial viene dada por dos vectores
arbitrarios: uno especifica las posiciones de las masas y otro sus velocidades.
La primera pregunta a la que debemos responder, entonces, es si los vectores
que representan los modos normales forman una base del espacio vectorial,
de modo que pueden expresar cualquier vector mediante combinacién lineal.
Comprueba que los vectores de los modos normales de los ejercicios 38 y 45
son linealmente independientes y, por tanto, forman una base.

Ejercicio 65 [Respuesta: pagina 130] Suponiendo que los modos norma-
les efectivamente formen una base, ;jse puede expresar cualquier condicion

52
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inicial (posiciones y velocidades) de la cadena de osciladores a partir de estos
modos?

Producto escalar

Las bases del ejercicio 64 tienen ademas la propiedad de estar formados
por vectores perpendiculares. La manera habitual de comprobarlo es ver que
su producto escalar es nulo. En adelante, utilizaremos una definicion del
producto escalar que permite generalizarlo a vectores cuyas componentes

son numeros complejos. Si tenemos dos vectores u = (1, Z2, ..., Ty) €
v = (Y1, Y2, ---, Yn), su producto escalar se define
hn
T _ _ _ Y2 _ _ _
<ll,V>:llV:(.T1 To ... .TN) . :$1y1+$2y2+...+l‘NyN.
YN

Como se puede ver, el signo de daga(f) indica transponer y conjugar los
elementos de un vector (o matriz). Definido asi, sabemos que (u,u) siempre
serd un numero real no negativo, ya que

(uyu) = 212+ |22 + ...+ |zy]? > 0.

Podemos, por tanto, definir la norma o médulo de un vector como |ju|| =
(u,u). A partir de la definicién, es trivial comprobar que se cumplen las
siguientes propiedades:

1. (u,v)=(v,u).
2. (w,v+w) = (u,v) + (1w, W),
3. Si A representa un nimero complejo arbitrario, (u, Av) = A(u, v).

4. |v| = o0.

Ejercicio 66 [Respuesta: pagina 131] Comprueba que las bases del ejer-
cicio 64 efectivamente estan formadas por vectores perpendiculares.

Ejercicio 67 [Respuesta: pagina 131] Demuestra:

» (u+v,w)=(u,w)+ (v,w).
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= Si \ representa un nimero complejo arbitrario, (Au, v) = A(u, v).

» ||v|| = 0 solo cuando v = 0.

Ejercicio 68 [Respuesta: pagina 132] Demuestra que, si K es una matriz
simétrica cualquiera (K = K*) cuyos elementos son todos reales, entonces
(Ku,v) = (u,Kv).

Ejercicio 69 [Respuesta: pagina 132] Demuestra que en la matriz K
anterior, los autovalores son necesariamente reales y los autovectores corres-
pondientes a autovalores diferentes son perpendiculares entre si.

Ejercicio 70 [Respuesta: pagina 132] El sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales

myay ki ki ... kin T
Mmoo kor koo ... kon X2
MNIN kni kno ... knn TN

que describe el movimiento de osciladores armoénicos acoplados se puede siem-

pre convertir en un sistema de la forma ¥’ = —K’'x’ (donde K’ representa
una matriz real simétrica) mediante el cambio de variables x/, = \/mz,.
Compruébalo.

Hemos demostrado que cualquier sistema de osciladores armonicos aco-
plados equivale a uno en el que todas las masas son iguales a uno, asi que
nos centraremos en ecuaciones de la forma x = —Kx. Sabemos que las fre-
cuencias de los modos normales se calculan a partir de los autovalores de K,
que son las soluciones de la ecuacién caracteristica |[K — AI| = 0. El teore-
ma fundamental del dlgebra garantiza que existen exactamente N raices (en
general complejas, pero como K es real y simétrica, estas raices tienen que
ser reales). Ademds, los autovectores que tienen autovalores diferentes son
perpendiculares entre si. Esto quiere decir que los modos normales forman
una base que permite expresar cualquier condicion inicial.

Hay un caso especial que escapa a nuestra demostracion: cuando hay
raices multiples de la ecuacion caracteristica. También se puede demostrar
que por cada raiz de multiplicidad d se pueden escoger d autovectores perpen-
diculares entre si para ese autovalor. No nos entretendremos en demostrarlo
porque aqui no tendremos que enfrentarnos a ese problema.
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Cualquier vector x (condicién inicial) se puede expresar en términos de
la base de vectores v,, (modos normales).

&:alvl + a9vg + ...+ anNVy.

Si tenemos el vector x y los v,, hay un truco para hallar la expresion de
los coeficientes a,,. Pongamos que queremos el coeficiente a,,, multiplicamos
escalarmente la ecuacion anterior por v,,.

(Vin, X) = a1(Vin, V1) + a2V, Vo) + ... + an(Vim, Viv),

pero todos los productos escalares de la derecha (v,,,v,) son nulos excepto
aquel en el que m = n.

<Vm7 >AC> = am<vm7 Vm>-

Despejando a,,, : .
Vi, X
Uy = ———.
T oml?

Espacios lineales de funciones

Nos encontramos de nuevo cara a cara con el misterio que nos ha preo-
cupado en capitulos anteriores. Asi surge el problema: queremos resolver la
ecuacion de ondas o del calor dadas unas condiciones iniciales. Habiendo
considerado la ecuacién homogénea, conocemos la forma de las funciones que
satisfacen la ecuacién diferencial y ahora solo hay que encontrar una combi-
nacion lineal de ellas que exprese las condiciones iniciales. Sin embargo, las
funciones solucién son todas continuas, periédicas y derivables tantas veces
como se quiera, pero las condiciones iniciales no tienen por qué compartir es-
tas propiedades. ;Se puede, a pesar de las diferencias, expresar esta funcion
como suma de aquellas? A primera vista, parece imposible escribir funciones
con picos no derivables o discontinuidades como suma de funciones suaves.

En el apartado anterior, vimos que para las cadenas de osciladores hay so-
luciones normales (en las que todas las masas vibran con la misma frecuencia)
que forman una base del espacio. Cualquier condicién inicial se puede escribir
como suma de estos modos normales. Ahora queremos aplicar la misma idea
a los espacios de funciones.

Recordemos que representamos el estado de la cadena mediante un vector
en el que cada componente indica el desplazamiento de una de las masas.
En el limite continuo, podemos imaginar que la funcién f es un vector de
infinitas componentes y que f(z) representa el desplazamiento del punto que
se encontraba inicialmente en x.
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Otra forma de imaginar la transiciéon de funciones a vectores consiste
en entender los vectores como un tipo especial de funciones. El vector v =
(—1,1,0), por ejemplo, puede representar la funcién v(x) definida solo sobre
los puntos x = 1, z =2y x = 3, de modo que v(1) =v; = =1, v(2) = vy =1
y v(3) = v3 = 0. Los espacios de funciones contienen funciones definidas
sobre conjuntos més generales, como la recta real o el intervalo [0, 1].

Lo importante es que hay conjuntos de funciones que cumplen las mismas
propiedades que los vectores en cuanto a la suma de sus elementos y el pro-
ducto por un escalar y, por tanto, los teoremas derivados de estas propiedades
se aplican también a estos conjuntos, que llamaremos espacios lineales.

Al igual que en el caso de los osciladores lineales, lo ideal serfa que las los
modos normales formaran una base del espacio lineal. Puestos a pedir, que
fueran también perpendiculares entre si en algin sentido, para aplicar el truco
que aprendimos al final del apartado anterior. Evidentemente, tendriamos
que definir entonces algtun tipo de producto de escalar entre funciones.

Ejercicio 71 [Respuesta: pagina 133] Definimos el producto escalar entre
las funciones f y g como

(f,9) = /mg(x) dz.

Comprueba que esta definicién cumple las cuatro propiedades del producto
escalar del apartado anterior.

Series de Fourier

No intentaré explicar aqui las sutilezas involucradas en esta definicién
del producto escalar. Me interesa la idea bésica y cémo se aplica al calculo
de series de Fourier. Me limitaré a decir que restringiremos nuestro interés
a espacios de funciones de cuadrado integrable, llamados L?, formados por
funciones cuya norma no es infinita, es decir, que no diverge la integral en

1l = VT = / (@) da.

Esta condicién se suele escribir asi: || f|| < oo.
Por poner un ejemplo concreto, partimos de la ecuacién para una cuerda

vibrante,
Py _ 20%

o 0x?’
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y(x, 0)

Figura 14: Condicién inicial para una cuerda tensa en la que se ha tirado
hacia arriba del punto central.

con las condiciones de contorno y(0,t) = y(L,t) = 0. Si tiramos hacia arriba
del punto central hasta que y(L/2,0) = h, la cuerda tomara inicialmente la
forma de una cuna no derivable en z = 0 (figura 14),

2h L
y({L‘O): T, 0§$’<§,
’ 2h—%x, %SxSL

Las funciones de la forma

onm nmwx
W(z,t) = e L lsin (—)
Yn(2,1) 7
(siendo n un numero entero) cumplen la ecuacién de ondas, ademas de las
condiciones en los extremos y(0,t) = y(L,t) = 0.
En efecto, solo hay que sustituir z = 0 en y,(z,t) para ver que se cumple
la condicién y,(0,t) = 0.

Yn(0,1) = e~ tsin(0) = 0.
Si ahora sustituimos x = L en y(z, t),

Yn(0,1) = e T tsin(nm) = 0.

Ejercicio 72 [Respuesta: pagina 134] Nuestro objetivo consiste en expre-
sar la condicién y(x,0) como una combinacién lineal de las funciones y,,(z, 0).
En nuestro problema, la funcién y(x,t) toma valores en el intervalo [0, L], asi
que la integral del producto escalar se extiende sobre este mismo intervalo.

Comprueba que ||y, (z,0)|| = /L/2.
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Ejercicio 73 [Respuesta: pdgina 135] Comprueba que
(yn(,0), ym(z,0)) =0

cuando n # m.

Es decir, las funciones y,, forman una conjunto ortogonal, analogo a nues-
tras bases de vectores perpendiculares. En este problema, las funciones orto-
gonales son senos,

nn nn nmx
n 7O = e —_— -1 = 2‘ 1 (—) 5
Yn(2,0) = (27 —eL7) = 2i sin 7

por lo que quizés podamos expresar y(x,0) de la siguiente manera:

= nmx
z,0) = an 21 sin <—) .
y(x,0) ; i
La solucién del problema de la cuerda vibrante con extremos fijos y condicién
inicial y(z,0) serfa entonces

y(z,t) = Zan 2i sin (?) e et
n=1

Sin embargo, para poder llamar base a este conjunto de senos del espacio
L? definido en el intervalo [0, L], tendriamos que demostrar que cualquier
funcién f de L? se puede expresar como

oo
F@) =" anyn(z,0),

n=1
para alguna eleccion de coeficientes complejos a,,. Aunque la férmula es vali-
da en cierto sentido, entender correctamente los detalles nos llevaria a una
excursion por el andlisis funcional y los espacios de Hilbert.

Para la mayoria de aplicaciones practicas, nos conformamos con una bue-

na aproximacién a la funcién f, y escogemos algin nimero N tal que

flz) ~ Z anyn(z,0).

Ejercicio 74 [Respuesta: pagina 135] Utiliza el truco que explicamos al
final de la seccion de producto escalar para calcular los coeficientes a,, en el
problema de la cuerda tensa que nos ocupa.

N
y(z,0) = Z anyn(z,0).
n=1



UNA BREVISIMA INTRODUCCION A LAS SERIES DE FOURIER 59

y(x, 0)

Figura 15: Condicién inicial de la cuerda expresada como la suma y(z,0) ~
Zivzl anyn(x,0) para diferentes valores de V.

Cuanto mayor sea el valor de N, més se aproximara la suma de términos a
la condicién inicial y(x,0) (figura 15).

La parte espacial de la solucién de la ecuacion de ondas se puede expre-
sar en términos de exponenciales, asi que jpor qué no resolver el problema
de las condiciones iniciales con exponenciales? Para simplificar los calculos,
desplazamos nuestra cuerda hacia la izquierda, dejando el centro en x = 0.
Las condiciones iniciales se convierten en

h+%l‘, - S
y(:c,O):{ o

L
3 0,
h—Zz, 0<z

IN 8
ls A

Ejercicio 75 [Respuesta: pagina 137] Demuestra que en el intervalo

<6712"T”m’ efiQmT”:r> _ 0

cuando n # m, y que

Ejercicio 76 [Respuesta: pagina 137] Calcula los coeficientes ¢, de la

suma
N

y(x,0) = Z Cae

n=—N

para la condicién inicial de la cuerda y(x,0) en el intervalo [—L/2, L/2].

Aunque es verdad, no demostramos aqui que la suma converge a y(z,0)
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cuando N tiende a infinito.
y(z,0) = 1 Z <e’iQnTﬂm y(x O)>e’i%Twm.
) L S~ b )

Se llama a la expresion de la derecha desarrollo en serie de Fourier de expo-
nenciales de la funcién y(z,0). En el caso que nos ocupa,

Ondas con disipacion

El trabajo del apartado anterior sugiere que el movimiento de la cuerda
lo describe la ecuacién

N

y(z,0) = Z cpe L e L

n=—N

con los coeficientes ¢, calculados en el ejercicio 76. Ahora bien, si representa-
mos este movimiento, obtenemos un resultado poco realista, con la forma de
la cuerda compuesta por lineas rectas en todo momento, en lugar de las curvas
suaves que observamos en el mundo real (figura 16). Naturalmente, podemos
mejorar nuestro modelo teniendo en cuenta la disipacion de la energia que
acaba llevando a la cuerda a detenerse. La ecuacién de ondas modificada se

convierte en

Py 0y Py

oz T por C oa
Al aplicar el método de separacién de variables, vemos que la ecuacién para
la parte espacial no se modifica y que la parte temporal se convierte en la de

un movimiento arménico amortiguado, que ya sabemos resolver.

Ejercicio 77 [Respuesta: pagina 138] Supén que y(x,t) = Y (z)T(t).
Comprueba que entonces la ecuacion de ondas con disipacién se convierte en
estas dos:

T  ~dT

—— + L= PR =

dt? * p dt ¢ 0
A’y
— — kY =0.
dt? 0

Para que se satisfagan las condiciones de contorno, k = 27n/ L.
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Figura 16: Vibracion de la cuerda tensa a partir de las condiciones iniciales
y(x,0) del ejercicio 76, segtin la ecuacién de ondas sin disipacién de la energia.

Una vez resuelta la ecuacién diferencial para 7' (como hicimos alld por el
ejercicio 6) obtenemos una expresién para la forma de la cuerda en funcién

del tiempo.
o 2
—i 2L2__ 07
y(z,t) = E e P A A
Y

n=—oo

I

i ot 212 _ A*
suponiendo que no haya ningun valor de n para el que c*k* = 12 (porque
entonces estariamos en el caso del ejercicio 7). Al dibujar esta solucién con

v =2 en el intervalo t € [0, 1,2], obtenemos las curvas de la figura 17.

Transformada de Fourier

Retomemos los problemas de cadenas de osciladores. Ya hemos aprendido
a resolver la ecuacion homogénea

mx +vx+ Kx =0

para cualquier condicion inicial, pero solo sabemos resolver la ecuacién for-
zada
mx + % + Kx = F(t)

cuando podemos expresar la forzante F(t) como una suma de varios fasores.
Sin embargo, el apartado anterior nos ha enseiado que muchas funciones
que en principio no parecen sumas de exponenciales se pueden desarrollar en
serie de Fourier. Sea T el periodo de la funcién F y supongamos que es una
funcién de cuadrado integrable en [0, T, es decir,

F(t+T)=F(t),

/TF(t)F(t) dt < oo,
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y(x’v vt)f‘h 0<1<0.6

1y /
y(x, f)Th 06<7<12
-L/ ‘ L/2 X

Figura 17: Partiendo de la forma inicial y(x, 0) del del ejercicio 76, la ecuacién
de ondas amortiguada predice que la cuerda se va curvando al moverse. Aqui
la vibracion corresponde a un coeficiente v = 2.

entonces podemos desarrollar F en serie de Fourier

F(t)= Y ¢, e,

n=—oo
con los coeficientes .
1 ~27rnt
C, = — et F(t) dt.
7 (v

En cierto sentido, la sucesién de valores ¢,, contiene la informacion necesaria
para reconstruir F(¢), por lo que se puede considerar una representacién
alternativa de la misma funcién en la que, en lugar de especificar el valor de
F para cada tiempo, se indica cuanto contribuye cada armonico en la serie.
Se llama espectro a la sucesion de valores c,,.

Ejercicio 78 [Respuesta: pdgina 139] Determina los coeficientes ¢, para
la siguiente funcién en diente de sierra:

F(t) =t —t],

donde || significa el mayor entero menor que ¢, es decir, si t = 3,71, entonces
|t] =3,sit=—-2,15, [t] = —3 (figura 18).
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Y

2T 3T

Figura 18: Forzante en forma de diente de sierra, F(t) =t — [t].

Ejercicio 79 [Respuesta: pagina 140] Encuentra la solucién estacionaria
para un oscilador armoénico amortiguado al que se le aplica la forzante del
ejercicio anterior.

mi + i+ kr =t — [t].

Supon que T no es miultiplo del periodo natural del oscilador 271'\/% y que
v > 0.

Sorprendentemente, las series de Fourier sirven incluso para describir fun-
ciones discontinuas. Sin embargo, aunque en el ejercicio teniamos una funcion
periddica, F'(t), en general las forzantes no tienen por qué ser ciclicas. ;Hay
alguna manera de tratar forzantes no peridédicas? Todavia mas sorprenden-
temente, jsi!, siempre que F'(t) sea una funcién de cuadrado integrable.

Definamos la variable v = %, de modo que Av = ntl _n — L1 Tos

T T T
coeficientes ¢,, de la serie de Fourier se convierten en

Cn = Al// eV F(t) dt. = AvF(v),

o0

abreviando la integral como F(v). La serie de Fourier se convierte en

o0

F(ty= ) F()e ™™ Ay,

vI'=—00

Una funcién no periédica corresponde al limite en el que el periodo tiende a
infinito, y esto convierte la suma anterior en una integral:

F(t) = / T Bw) et gy,

o0
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De nuevo, los coeficientes F(v) contienen toda la informacién necesaria para
reconstruir la funcién F'(t), por lo que cabe interpretarlos como una represen-
tacién alternativa de la misma funcién, pero en términos de las frecuencias
v. Se llama a F la transformada de Fourier de F.

F(v) = /OO ™ F(t) dt.

(e o]

Ejercicio 80 [Respuesta: pagina 141] Halla la transformada de Fourier
de la funcion

0, [t|> 32,
vect(t) = { &, [t = 1,
1, |t <43

Calcula una solucién particular para la ecuacion
mi + v + kx = rect(t),
expresada en términos de una integral sobre frecuencias.

Cerraré este capitulo con dos advertencias. Primero, en la definicién de
la transformada de Fourier, se suelen escoger los signos al revés que en este
libro, es decir, el exponente en la transformada se escribe negativo, mientras
que la expresién de F'(t) en términos de una integral incluye exponenciales de
+27ivt. Otras definiciones se expresan en términos de frecuencias angulares
y tienen factores de 1/v/27 delante de las integrales. Escoger uno u otro
convenio es cuestién de preferencia estética, pero sea cual sea tu eleccion,
debes operar de manera consistente con ella.

Segundo, aunque ya avisé desde el titulo del capitulo, insisto en que las
paginas precedentes no son mas que una introduccion. Al igual que no so-
lemos utilizar la definicion de derivada o integral para calcular derivades o
integrales, sino que nos apoyamos en tablas y propiedades como la regla de la
cadena, el cdlculo de transformadas de Fourier normalmente se basa también
en tablas y propiedades. Al escribir estas paginas, me propuse solamente dar
una idea de los conceptos de series y transformadas de Fourier, mostrando
cémo surgen naturalmente de la herramienta mateméatica en la que hemos
centrado este libro: los fasores.



Epilogo

Nuestro progresivo ascenso hacia matematicas mas avanzadas nos ha
traido lejos del humilde comienzo describiendo el giro de las agujas sobre
la cara de un reloj. No hemos alcanzado la cumbre todavia, pero para seguir
subiendo necesitamos equipamiento que no puedo proveer sin alejarme de-
masiado del objetivo que me propuse en esta expedicién. Claro que no puedo
resistirme a senalar el camino a un par de picos que se vislumbran desde
aqui.

El ejercicio 70 mostro la equivalencia entre las ecuaciones de una cadena
arbitraria de osciladores acoplados y otra con todas las masas iguales a la
unidad:

X+ Kx = 0.

Vemos una expresion tan sencilla que nos tienta escribir la solucién como
x(t) = e VK £

Para ello, tendriamos que definir lo que significa la raiz cuadrada de la matriz
K y la exponencial de esta raiz cuadrada. Obtenemos una primera pista
sobre el significado de la exponencial de —iv/Kt resolviendo el sistema en las
coordenadas de los modos normales.

E+Qe=0.

En esta representacién, la matriz €2 tiene forma diagonal y tenemos ecuacio-
nes independientes para cada modo, por lo que encontramos con facilidad la
solucion.

€7iw1t 0 . 0 £1
—iwot <
0 e« . 0 &
o= . . U
—iwnt N
0 0 Lo.oe En
Con wi,ws,...,wy las frecuencias de los modos normales. Transformemos

esta solucién en su expresion en las coordenadas originales, utilizando el hecho

65
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de que x(t) = P71£(t), siendo P~! una matriz que contiene los autovectores
de K por columnas, expresados en la base original. Como £(t) = Px(t), la
solucién anterior se convierte en

et 0 0 i

0 et 0 i
PX(t) - : . c. : P

0 0 ...oeev) iy

Multiplicando a ambos lados por P!, obtenemos una expresién para la so-
lucién x(t) que, al compararla con la que escribimos maés arriba, revela que

e lwrt 0 . 0
—iwat
e—i\/it —_p! 0 € . ’ O P.
0 0 ... eiwnt

Es decir, la solucion se expresa formalmente como un fasor cuya “frecuencia”
seria la raiz cuadrada de una matriz.

Desde luego, la solucién queda retratada de manera elegante y compac-
ta, pero no ahorra trabajo. Seguimos teniendo que calcular los autovalores y
autovectores de K. El interés de este punto de vista, sin embargo, procede
de la generalizacion de la operacion de exponenciacion, que se puede exten-
der todavia mas. Tomemos, por ejemplo, la ecuacion de Schrodinger en una
dimensién, escrita en la forma

i
Z = __HU
ot h

donde H representa el operador diferencial hamiltonianio

h o

~ 2m 02

= + V(z).

H no es una funcién, sino un objeto que convierte una funcién ¥ en otra HW
(ndtese que en la definiciéon de H las derivadas no se han aplicado todavia a
funcién alguna). ;No podriamos escribir también la solucién de la ecuacién
de Schrodinger como un fasor? Como probalemente sospecharas ya, si:

U(z,t) = e 70 (z,0),

pero primero hay que especificar lo que queremos decir con la exponencial
del operador hamiltoniano.
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La misma idea puede aplicarse también a la mecanica clasica hamiltonia-
na. La evolucién de los sistemas clasicos obedece la ecuaciéon de Liouville,

Aqui la funcién p(z,t) representa la probabilidad de que el sistema se en-
cuentre en el estado z = (q, p) con posiciones q y momentos p en el tiempo
t, vy L el operador de Liouville,

N

0H 0 0H 0
L= — .
Z; <8pi dq; 0g; apz‘)

H representa aqui la funcién hamiltoniana H(q, p) del sistema mecédnico. De
nuevo, si poseemos una definicion adecuada de la exponencial del operador
diferencial L, la solucién formal de la ecuacion de Liouville no es més que

p(z,t) = e p(2,0).

En otras palabras, a nivel fundamental, los fasores representan en cierto senti-
do todas las evoluciones dindmicas de sistemas tanto clasicos como cuanticos.

El matematico del siglo XVIII no podia imaginar que la misma herra-
mienta que utilizaba para calcular el giro de las agujas del reloj en respuesta
a la tension del muelle oculto en el barrilete del mecanismo interno, se apli-
caria siglos méas tarde a trazar los movimientos del universo entero avanzando
inexorablemente bajo la traccion de las leyes de la fisica.



Respuestas a los ejercicios

Osciladores

R-Ejercicio 1 [Enunciado: pagina 7] La aguja horaria, el minutero y
el segundero se pueden representar como fasores. A las 12 apuntan hacia
arriba, asf que usamos un nimero complejo de la forma Re'™? para indicar
su posicion inicial. Como la longitud de las agujas es irrelevante en este
problema, la dejaremos igual a R para las tres. Los fasores

S(t) = Rel% e it = Re’i(%t*%),
M(t) = Rei%e*iefﬁt’ _ Re*i(:’%ﬁt,%)’
H(t) = Rei%efieofegxlzt — Re_i(ﬁTﬂoot—%)’

corresponden, respectivamente, al segundero, minutero y la aguja de las ho-
ras.

La aguja horaria coincide con el minutero cuando los exponentes de H (t)
y M(t) difieren en 2win, siendo n un nimero entero cualquiera.

o 2w s ) 2m T .
—il=—t—= | =i ——=t— = | + 27in.
3600 2 43200 2

Despejando ¢, vemos que
L 43200

T

que es, en segundos, algo mas de una hora y cinco minutos.
Para ver cuando coincide la aguja de las horas con el segundero, hacemos
un calculo parecido.

) 27Tt T ) 2T ; T P
—il=t—=)=- - = im.
60 2 432000 2 m

68
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donde m representa cualquier niimero entero. En este caso,

43200
=—m
719
en segundos, un poquito mas de un minuto.
Para saber ciiando se encuentran las tres agujas, igualamos los dos tiem-

pos
43200 43200

n m.
11 719
En otras palabras, las agujas coinciden cuando n y m son tales que
n 11
m 719’

lo cual ocurre, evidentemente, cuando n = 11 y m = 719, es decir, cada doce
horas (como podemos ver sustituyendo estos niimeros enteros en las formulas
para los tiempos). Ahora bien, nos gustaria saber si hay alguna otra hora a
la que se encuentren, pero 11 y 719 son ambos ntmeros primos asi que la
fraccion no se puede simplificar mas y las tnicas soluciones son multiplos de
doce horas.

R-Ejercicio 2 [Enunciado: pagina 8] No hay mds que derivar F(t). Lo
mas sencillo es derivar directamente la exponencial, pero escribir el fasor en
forma trigonométrica funciona igual:

dF(t) d .
— = %R (cos(—wt + 0) + isin(—wt + 6))

= R (wsin(—wt + 0) — iw cos(—wt + 0))
= (—iw)R (cos(—wt 4 0) + isin(—wt + 0))
= (—iw)F(¢).

En forma exponencial, tenemos simplemente que

dF@t)  d o, e . —i(wt—0) _ (-

Al volver a derivar, simplemente multiplicamos por un nuevo factor (—iw),

dFt) . . 2
— (—iw)(—iw)F(t) = —w"F(t).

R-Ejercicio 3 [Enunciado: pagina 9]
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1. El complejo conjugado de una exponencial se obtiene simplemente con-
jugando el exponente, como se puede ver debajo.

(V2 )
) s (5)
o (y50) o ()

iJE
= Ael\/:t’

donde hemos utilizado el hecho de que el seno y el coseno son funciones
impar y par, respectivamente, es decir sin(—«a) = sin(«) y cos(—a) =
cos(a).
2. Al sustituir Z(¢) en la ecuacién diferencial obtenemos
k
—m—uz(t) = —kz(t).

m

3. Utilizando la férmula de Euler y llevando a cabo las operaciones,

671\/%5 ei\/gt
Re(z(t)) = ! ( ! )

| Afom ) ver ()

2 )

| 2Acos (@t)

2

e (f5)

Para la parte imaginaria se opera de manera parecida.

R-Ejercicio 4 [Enunciado: pagina 10] Sustituyendo ¢ = 0 en la expresién
de la posicién z(t), que deberia ser igual a 1 m vemos que

2(0) = Acos(w 0) + Bsin(w 0) = A =1,
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mientras que en la expresion de la velocidad vemos que
#(0) = —Awsin(w 0) + Bw cos(w 0) = Bw = —1.

Luego B = —1/w.
La solucion exponencial es equivalente, ya que

£(t) = (1 - i) —

_ (1 _ i) (cos(wt) — isin(wt))

w

= cos(wt) — isin(wt) +1 (sin(wt) - %cos(wt)> :

Tomando la parte real,

Re(z(t)) = cos(wt) — 5 sin(wt) = A cos(wt) + B sin(wt).

R-Ejercicio 5 [Enunciado: pagina 11] Si las soluciones obtenidas son

iguales
& ’ —iwt +iw't w''t
(& = e = e s

entonces tendran que coincidir los exponentes y esto nos lleva a concluir que

W= —w,

W= —iw.

Pero vamos a comprobar que se puede operar de manera equivalente con

. . i .
estas nuevas soluciones de prueba. Sustituyendo z(t) = e™" en la ecuacién
del oscilador armoénico, obtenemos

—mwz(t) = —kx(t),

luego w' = £4/k/m, exactamente igual que vimos antes. Si probamos con la
otra solucién, z(t) = e~"*, al sustituir nos queda

mwz(t) = —kx(t).

En este caso, la condicién sobre la frecuencia angular es

W= \/—E :j:iﬂﬁ,
m m
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que una vez sustituido en la expresion de la solucion, nos da nuevamente la
soluciéon que conociamos:

z(t) = eHVmt

R-Ejercicio 6 [Enunciado: pagina 12] Sustituyendo el fasor en la ecua-

cién diferencial y llevando a cabo las derivadas, vemos que
—mw?s = —kz + iwyz.

Descartando la solucién trivial z(t) = 0, podemos dividir por = y obtenemos
una ecuacién de segundo grado para w.

mw? +iwy — k = 0.
Obtenemos dos soluciones posibles para w,

_ —iy £ \/Amk — 2
2m '

R-Ejercicio 7 [Enunciado: pdgina 12] Derivando x(t) = te ",

i(t) = (1 — iwt)e ™,
B(t) = — (21w + w?t)e .

Sustituyendo z(¢) y sus derivadas en la ecuacién diferencial,
—mw?t — 2miw = —v + iwyt — kt,

donde hemos dividido toda la ecuacién entre e7“!. Como w = —iy/(2m), la
expresion anterior se convierte en

2 2
g Y
At = —y 4t — kL.
7 dm 7 2m

La identidad se cumple, ya que la condicién de amortiguamiento critico es
k = ~?/(4m), que podemos sustituir en la ecuacién anterior. Al operar quedan
los dos lados iguales.
Utilizando el tiempo ¢ = 0 en la solucién general y su derivada, sabiendo que

x(0) =0y ©(0) = 1, obtenemos los valores de las constantes A y B.

2(0)=Ae ™+ B-0-e"=A=0,
Be Y —iwB-0-e =B =2,

=
—

(=)
SN~—

Il
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lo cual nos deja con la solucién particular

z(t) = 2te W = 2te 7/ (@m)

R-Ejercicio 8 [Enunciado: pagina 14] Que xy sea solucién de la ecuacién
homogénea significa que

miyg + vty + kxg = 0.
Como xp es solucién de la ecuaciéon no homogénea, entonces
mip+yip + kxp = F(t).
Sustituyendo x = xy + xp en la ecuacion diferencial,
m(Zg + Zp) +v(Zy + p) + k(xg + xp) = F(t).
Agrupando los términos segun tengan H o P,
(miy +yig + kxy) + (mip +vip + kxp) = F(t).
Hemos visto antes que el primer paréntesis es igual a cero y el segundo a

F(t), luego la ecuacién se satisface.

R-Ejercicio 9 [Enunciado: pagina 14] Tenemos que resolver la ecuacién
del movimiento forzado con una fuerza F'(t) = —mg independiente del tiempo
para representar el peso.

mi = —kx —mg.

La ecuacion homogénea correspondiente no es més que la del oscilador armoni-
co, mi = —kx, cuya solucién escribimos

rg(t) = Ae ™' + B!,

con w = \/k/m. Para encontrar la solucién particular podemos utilizar la
intuicién fisica. Una solucién posible consiste en que la masa se manten-
ga quieta, con la fuerza del muelle compensando la fuerza de la gravedad,
xzp(t) = —mg/k. Como esta solucién no depende del tiempo, sus derivadas
son nulas y, al introducirla en la ecuacién diferencial,

mip = —kxrp —mg,

O:—k(—%)—mgzo,
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vemos que se satisface. La solucién general de la ecuacién queda entonces

. , m
(1) = oa(t) + wplt) = A 4 Bt =79,
que es un movimiento arménico simple centrado en el punto x = —mg/k.

Si suponemos que el muelle comienza en su posicién de equilibrio (x = 0)
y que dejamos la masa con velocidad nula (z = 0), podemos determinar las
constantes A y B,
m
:c(O):AjLB—Tg:O,
(0) = —iwA +iwB = 0.

De aqui resolvemos que A = B = mg/(2k), y eso nos lleva finalmente a

—iwt iwt
mg (e +e
““:7:<——5———1)

my
= T(Cos(wt) —1).

R-Ejercicio 10 [Enunciado: pagina 14] En este caso, la ecuacién dife-
rencial a resolver es
mi = —yx — kxr —mg.
La solucién particular propuesta en la resoluciéon anterior es xp = —mg/k,
que sustituido en la ecuacién produce

mOz—yO—k(—%)—mg:O,

pues las derivadas se anulan, & = & = 0. Entonces zp nos sirve como solucion
particular también en este caso. La solucién general queda

2(t) = au(t) + ap(t) = AT + B — 22
con
—iy + \/4mk — 2
w1 =
! 2m ’
—iy — \/4mk — ~?
Wy = ,

2m

porque xy es ahora la solucién de la ecuacién amortiguada. Aplicamos las
condiciones iniciales z(0) = 0 y # = 0 para determinar las constantes Ay B.

x(O):A+B—%:O,

.T(O) = —iwlA — iwgB =0.



RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 75

Italic x(7)
—

>
t

-mglk

Figura 19: Elongacién z(t) de la masa colgada de un muelle respecto de la
posicion de equilibrio como funcién del tiempo.

La segunda condicién nos dice que

B=-“14
w2

Sustituyendo B en la primera condicion,

mgws
A= ————
k’(WQ —wl)
lo que nos deja con
B mgw
]{J(WQ —wl)'

Tomando la parte real de la solucion y operando, deberiamos llegar a

(t) = %6_% <C05<Re(w1)t) + ﬁe(wl) Sin(Re(wl)t)) — %,

con
v/ 4km — ~?
R =
e(wr) 2m
La ecuacién corresponde a una oscilacién amortiguada que acaba parandose
a la altura x = —mg/k (Figura 19).
R-Ejercicio 11 [Enunciado: pdgina 16] Utilizamos el fasor z(t) = zoe “r?
en la ecuacién del oscilador forzado con F(t) = Fye “F! y obtenemos

—mwEzee WPt = iwpyree TPt — kxge WPt 4 Fye wrt

Dividiendo la ecuacién entre el factor e ! y despejando x,

Fy

k—mw? —iwpy

Zo
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R-Ejercicio 12 [Enunciado: pagina 16] Escribimos la solucién general
.T(t) — Aefiwlt _'_Beiwgt _'_xoefint’

con

—iy + /4dmk — ~?
2m ’

w1 =
—iy — \/4dmk — ~?
w2 = 2m ’
Fy
o =

k— mw? —iwpy’

y calculamos la parte real.
Re(z(t)) =e™@! (Re(A) cos(Re(w: )t) — Im(A) sin(Re(w; )t))

+ Mm@t (Re(B) cos(Re(wy)t) + Im(B) sin(Re(ws)t))
+ Re(xg) cos(wpt) 4+ Im(zg) sin(wgt),

donde
Fo(k — mw?)
R =
(o) (k — mw?)? + win?’
Tm(zo) = Fowpy

(k— mu)? + iy

No es dificil (pero si muy tedioso) comprobar que Re(z(t)) satisface la ecua-
cién diferencial forzada. Sin embargo, tomaremos el siguiente atajo. Sabemos
que la solucion de la ecuacién homogénea asociada, ry se anula en la expre-
sion

miyg + iy + kxg = 0.

Tomando la parte real, la expresién se convierte en
mRe(Zy) +yRe(iy) + kRe(zy) = 0.

Si escribimos la solucion general como suma de la homogénea mas la parti-
cular

Re(z(t)) = Re(xg(t)) + Re(zp(t)),

al sustituir en la ecuacion forzada, sabemos que se anularan todos los términos
con Re(xp), dejando

mRe(Zp) + yRe(ip) + kRe(xp) = Fy cos(wrt).



RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 77

Sacando factor comin a Re(xp),
(—mw? — Ywr + k) Re(zp) = Fy cos(wrt),
e introduciendo la expresion para la parte real de xp,
Re(zp(t)) = Re(xg) cos(wpt) 4+ Im(z) sin(wgt),
obtenemos

—mw4(Re(zg) cos(wpt) + Im(z0) sin(wrt))
+ywr(— Re(xo) sin(wpt) + Im(xg) cos(wrt))
+k(Re(xg) cos(wpt) + Im(xg) sin(wrt)) = Fy cos(wrt).

Sustituyendo los valores de Re(xg) e Im(zg) de antes, se puede comprobar
que se cumple la ecuacion.
Alternativamente, se puede ensayar la solucion particular

xp(t) = Acos(wrt) + Bsin(wpt).
En este caso, obtenemos

—mwi (A cos(wpt) + Bsin(wpt))
+ywp(—Asin(wpt) + B cos(wrt))
+k(Acos(wpt) + Bsin(wgt)) = Fycos(wpt).

Agrupando los términos de la izquierda segiin tengan senos o cosenos,

(—mwi A + ywp B + kA) cos(wpt)
+(—mwiB + ywpA + kB) sin(wpt) = F cos(wpt).

Comparando los dos lados de la ecuacion, vemos que el coeficiente del coseno
a la izquierda debe ser igual a Fy y que el del seno se debe anular,

—mwiA +ywpB + kA = Fy,
—mw%B + ywrA + kB = 0.

Resolviendo esta pareja de ecuaciones, comprobamos que A = Re(zg) y B =
Im(xg).

La moraleja de esta historia es que los cédlculos se simplifican muchisimo si
utilizamos fasores para resolver la ecuacién compleja y tomamos al final la
parte real de la solucion.
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R-Ejercicio 13 [Enunciado: pagina 16] Consideremos los siguientes dos
problemas que ya sabemos resolver:

mjél + ’}/l‘l + k’[L‘l = Foeint,

mfi’g + ’Y.TQ + kSL’Q = Foeiint.

Las soluciones son

Foeint
x1(t) =
1(t) k—mw? + iwp’
F e*iwpt
xQ(t) = : 2

k—mw? —iwp

Si multiplicamos las dos ecuaciones diferenciales por 1/(2i) y las restamos,
obtenemos

T1 — T2 T1 — To T, — T ewrt _ o—iwrt
k S R
m( 2 ) +7( 2i ) * ( 2 ) Ty

Pero la expresién de la derecha no es mas que la forzante para la que
queriamos resolver el problema del movimiento forzado, porque

—iwpt
= Fysin(wpt).

elet _

£y ¢

2i

Por tanto, la solucién de la ecuacién del enunciado es la resta de las soluciones
1y 2o dividida entre 21i.

x<t> _ @ eint B e—int
2i \k—mw% +iwrp  k—mwi —iwp )’

Ahora bien, como tenemos una forzante real, queremos escribir la solucién co-
mo una funcién real, sin factores imaginarios. Operando, podemos progresar
hasta

(k — mw?) sin(wpt) — wpy cos(wpt)
(b — mad)?  wi? '

x(t) = Fy <
Evidentemente, el resultado no es més que
z(t) = —Im (zoe ).
Es precisamente lo que esperariamos, ya que la forzante es

F(t) = —Im (Fpe ™).
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R-Ejercicio 14 [Enunciado: pagina 17] Las propiedades del médulo nos
permiten escribir

£y B | Fo

k—mwi —iwpy| |k —mwi —iwpy|

|zo| =

Calculando el médulo del denominador,

| Fo| .
V (k= mw})? + (wpy)?

El numerador no depende de wpg, por lo que F{ serd maximo cuando el de-
nominador alcance su valor minimo. En la practica, se dice a menudo que el
efecto de la fricciéon es pequeno y se desprecia el término con v en el deno-
minador. En ese caso, es evidente que la fraccion tiende a infinito cuando la
frecuencia wp se aproxima a la frecuencia natural de oscilacion wy = \/k/m.
Para determinar cudndo encontramos resonancia en el caso general, deri-
vamos el denominador respecto de wg e igualamos a cero. Simplificando la
ecuacion, al final nos queda

|zo| =

4mPwi + (29* — 4km)wp = 0.

Una solucion posible de esta ecuacion es wr = 0. Si la descartamos y dividi-
mos por wg, obtenemos una ecuaciéon de segundo grado cuya solucion es el
valor de wp que maximiza |zl

2km — ~?
or = =5

Cuanto menor es 7, més se acerca wp a la frecuencia natural de oscilacion

wo = y/k/m. En el méximo,

que efectivamente se hace mas grande cuanto menor sea el valor absoluto de
7.

Los fenémenos de resonancia pueden llevar al colapso de grandes estructu-
ras, debido al incremento descontrolado de las oscilaciones. Como ejemplo,
se suele mencionar el derrumbe del puente de Tacoma Narrows en 1940. Sin
embargo, como veremos, la resonancia también tiene aplicaciones tecnoldgi-
cas.
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Ecuaciones diferenciales

R-Ejercicio 15 [Enunciado: pagina 21| Ensayando la solucién z(t) =
e~ la ecuacién diferencial se convierte en la ecuacién indicial

(—iw)? + 2(—iw)? — (—iw) — 2 = 0.
Calculando las potencias,
iw? — 2w +iw — 2= 0.

Dividiendo entre i,
w® + 2iw’® + w + 21 = 0.
Factorizando el polinomio (con el método de Ruffini, por ejemplo),

(w—1)(w+1i)(w+2i) =0,

vemos que las raices son w; =i, wy = —i y wy = —2i. Por lo tanto, la solucién

general serd
.’,U(t) = Alet + A2€7t + A3€72t.

R-Ejercicio 16 [Enunciado: pagina 21] En este caso, la ecuacién indicial
sera
iw® + 3w? — 3iw —1=0.

Dividiendo entre i y factorizando,
(=1 =0,
encontramos la raiz triple w = 4, y la solucién
x(t) = Are' + Agte! + Ast’e.

Al sustituir las funciones z1(t) = €', z5(t) = te' y z3(t) = t2e' por seprado en
la ecuacién diferencial, comprobamos que son soluciones. Como la ecuacién
diferencial es lineal y homogénea, la combinacién lineal de soluciones también
es solucién. Y, dado que las soluciones son linealmente independientes, y que
tenemos el mismo numero de soluciones independientes que el orden de la
ecuacion, x(t) = Ayz1(t)+ Asxa(t)+ Asxs(t) tiene que ser la solucién general.

R-Ejercicio 17 [Enunciado: pagina 21] La ecuacién indicial

W — w4+ w—1=0.
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Tiene una raiz simple w; = —i y una doble wy = i. La solucién general sera
entonces
x(t) = Are™" + Aye + Astel.

R-Ejercicio 18 [Enunciado: pagina 22| Ya hemos calculado la solucién
de la ecuacion homogénea asociada en el ejercicio anterior. Ahora necesitamos
una solucion particular. En lugar de la ecuacion del enunciado, resolveremos

Br  dPx  dx 1= et
—_—— = — = Fpe .
3 d2 dt 0

y nos quedaremos con la parte real de la solucién particular. Probamos con

rp(t) = zoe

Sustituida en la ecuacién, nos lleva a la siguiente condicién sobre xg:

. 3 2 .
Wwpry + wpro + iwpxy + 9 = Fo.

Despejando xg,
Fy
(Wi + 1) +i(wi +wr)
Para hallar la solucién general de la ecuacion del enunciado, sumamos la

parte real de zp(t) a la solucién de la ecuacién homogénea xy(t) calculada
en el ejercicio anterior.

o =

z(t) =z (t) + Re(zp(t))

Fo((w% + 1) cos(wpt) — (Wi + wr) sin(wFt))_

= Ae P+ Agel + Astel +
! 2 3 (W2 +1)2 + (w3 + wp)?

R-Ejercicio 19 [Enunciado: pdgina 22] Empezaremos resolviendo un
problema diferente.

A3z %z dr -
S 40t T 9y = Fpeirt,
an g g e

Buscamos una solucién particular de la forma xp(t) = xoe“F!. Sustituyendo
rp en la ecuacion, vemos que

FO
(Wi + wr) + 2i(WE +2)

o =
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Para avanzar en la resolucién del enunciado, nos fijamos ahora en estas dos
ecuaciones diferenciales.

A3z d’ry  dx

dt3l + dt21 — d—tl — 2wy = F cos(wp,t),
d? d? d

12 + 2 T2 _ 4% 2xy = —Fysin(wp,t).

dt3 dt? dt
Estas ecuaciones no son mas que la parte real e imaginaria de la que acaba-
mos de resolver, pero hemos sustituido Fy y wgr por Fy v wp,, en el primer
caso, y por Iy y wp,, en el segundo. Esto quiere decir que podemos escribir
directamente una solucion particular tomando las partes real e imaginaria de
rp con las sustituciones pertinentes.

B Fl((cuj?71 + wp, ) cos(wp t) — (w%l + 2) sin(wp,t))

Ty = )
1 (@}, +wn)? + 4w}, +2)

o Fg(—(wf’P2 + wp,) sin(wp,t) — (cufp2 + 2) cos(wp,t))
5 =

(Wi, +wr)? + 4(wE, +2)
Finalmente, la solucién general a la ecuacion del enunciado es la suma de la
solucién de la ecuacién homogénea asociada (calculada en el problema 15)
mas xj + Z».
x(t) =Are' + Aye™" + Aze™

N Fi((w}, +wp,) cos(wpt) — (wh, + 2) sin(wp,t))

(Wiy +wr)? + 4w, +2)?

Fy(—(w}, +wr) sin(wp,t) — (wh, + 2) cos(wpyt))
(Wi, +wr,)? + 4(wE, +2)°

R-Ejercicio 20 [Enunciado: pagina 24] Estamos ante una ecuacién de
la forma

y'+ Pa)y + Qz)y = F(x),
con P(z) = (z — 1/z), Q(z) = 2* y F(x) = 0. Se satisface la condicién que
garantiza que podemos convertir la ecuacion diferencial en una lineal con
coeficientes constantes.

2P(@)Qr) ~ Qr) 2@ —Y)at+2w
Q)P 3

El cambio de variable necesario es

1= [ Vawa =5,

2
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de modo que la ecuacion diferencial se convierte en

d? d

£y + = +y=0.
La ecuacion indicial,

—w? —iw+1=0,

tiene por solucion dos raices complejas w = :i:? — 5 que implica que

y(t) = Ale_%+i§t + Age_%_igt

para dos constantes arbitrarias A; y As. Solo falta deshacer el cambio de

variable
2 2 2

_z V3.2 _z= V3
y(r) = Ae” T 4 Age” 71T,

Si queremos funciones reales,

a2 V3, . (V3
y(z) =€ 14 (A1 oS (Tx ) + Ay sin (Tx )) :

R-Ejercicio 21 [Enunciado: pdgina 24] El cambio de variable recomen-
dado es

t=— / 1 dx = arc cos(x)
0, lo que es lo mismo,
x = cos(t).
Aplicando el cambio de variable a la ecuacién,
dy 1 y
“dtsin(t)  sin(f) -

Al multiplicar por —sin(t), efectivamente encontramos una ecuacién de co-
eficientes constantes.

dy
— +y = —sin(?).
oY (t)
Empezamos por la ecuaciéon homogénea asociada
dy
dt - y)

cuya solucién es evidentemente y(t) = Ae~'. A continuacién, resolvemos el
problema inhomogéneo cambiando el seno por una exponencial,
dy it

a_'_y:e )
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ensayando una solucién de la forma yp(t) = yoe ™ (para quedarnos al final
con la parte imaginaria).

—1yo +yo = 1.
Al despejar o,
1 1+
PETTT e
La solucién general sera
141
y(t) = Ae™* il et
2
Tomando la parte imaginaria,
1

y(t) = Im(A)e " + é(cos(t) — sin(t)).
Deshaciendo el cambio de variable,
1
y(t) — Im<A>€farccos(x) + 5 <.T — 1= .T2> 7

(usando el hecho de que sin(arccos(z)) = v/1 — 22). Aunque ha funcionado,
probablemente no sea esta la mejor técnica de resolucién en este caso.

R-Ejercicio 22 [Enunciado: pagina 24] El cambio de variable z = ¢!
implica que

dy _ dw
dt dt ’
d2y d dx "2t

ﬁ = % (y/et) E =ye +y/€t.

Despejando las derivadas respecto de =,

dy
1Y
y dt M
d*y d*y dy
R N e B
P y 4t o

y sustituyendo en la ecuacion diferencial, obtenemos la ecuacion deseada.

d*y dy
7 + (p )dt +qy=0
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R-Ejercicio 23 [Enunciado: pagina 24] Ademés de las derivadas del
ejercicio anterior, necesitamos

% — 4"t 1 3y 4 ylet
Despejando ",
w_ Py ", —t o Yy d*y s dy _g
:%e —3y'e " —ye :%e —3Ee +Zae .
Sustituyendo las derivadas en la ecuacién diferencial,
3 2
a%+(b—3)%+(c+2)%+dy:0.

R-Ejercicio 24 [Enunciado: pagina 28] Dado el cambio de variables,
podemos escribir las derivadas en términos de £ y n:

Oy _Oyos  Oyon 0Oy Oy

or 0£0x  Ondxr 0 In’
0k ovtn_ (o0 a0
ot ocol oy o 26 o)
Py _Py , 0y Py

or?  0&? oEon  on?’

Py _ 2 (821/ 0 5 82y) .

o 02 “ocon | on?

Sustituyendo en la ecuaciéon de ondas, la convertimos en

Py _ L0y _ Py _
ot? Ox? 0E0n

0.

Al integrar respecto de &, obtenemos una funcién arbitraria de 7, que llama-

remos ¢(7n). 5
y_

Integrando ahora respecto de 7, obtenemos la integral de g, que indicaremos
con (G(n) més una funcién arbitraria de &:

y(&m) = F(§) + G(n).

Deshaciendo el cambio de variables,

y(x,t) = F(z + ct) + G(x — ct).
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Derivar estas funciones dos veces con respecto a t, obtenemos el mismo resul-
tado que si las derivamos dos veces con respecto a x y luego multiplicamos
por c2. En otras palabras, satisfacen la ecuacién de ondas.

R-Ejercicio 25 [Enunciado: pagina 28] Representa un par de funciones
sencillas, como F(x + ct) = o+ ¢t y G(x — c¢t) = sin(x — ct) para varios
valores de ¢ (como ¢ = 0, 1 y 2). La funcién mantiene la forma pero se va
desplazando.

R-Ejercicio 26 [Enunciado: pdgina 30] Buscamos soluciones de la forma
u(z,t) = ¥(x)p(t), que sustituida en la ecuacién del calor nos da

do d*i
— = ap——.
dt da?
Cuando separamos las funciones de x de las funciones de ¢,

ldgp « d*y

odt i da?
Como ambos lados deben ser iguales a una constante, que llamaremos —A\,
la ecuacién diferencial se transforma en otras dos.

o
=\
dt ¢7

a2y A

i

Al resolver la primera ecuacién, obtenemos

o(t) = e,

mientras que la segunda nos lleva a

w<x) —_ efilmn7
con la constante k
A
k=d44/—.
o

Ahora, para cada valor de A\ que escojamos, tenemos soluciones de la forma

u(z,t) = P(2)(t) = Ae MtV ow,
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R-Ejercicio 27 [Enunciado: pagina 30] La ecuacién diferencial para la
distribucion estacionaria es
Pu

da?

Integrando dos veces respecto de x,
u(x) = axr +b.

Las condiciones de contorno nos dicen que u(0) = ug y u(L) = ur, luego

Resolviendo el sistema, obtenemos a = (uy, — ug)/L y b = ug. Concluimos,
por tanto, que la distribucion estacionaria es lineal:
up —u
u(z) = —=—22 + uq.

L

R-Ejercicio 28 [Enunciado: pdgina 31] Conviene operar con mucho cui-
dado (he tenido que repetir varias veces los calculos para obtener el resultado
correcto). A estas alturas, estamos muy acostumbrados a las coordenadas po-
lares.

= VTS,

f = arctan (Q) .

T

Para transformar las derivadas parciales, necesitamos conocer las derivadas
de r y 6 respecto de = e y.

or x _rcos(d) cos(6)
or N N —|—y2 N T N

or Y rsin(f) .

— = = = sin(6).
Oy /a2 + 2 r ©)
9  F  sin(9)

or 14+ (Q)Z N ro

0 _ 3
Wore@t
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Las primeras derivadas de u en términos de r y 6 quedan asi:

Ou  0Ou Ou sin(0)
o o 0 g
ou Ou Ou cos ()

o a0t

Mantendré todos los términos de las segundas derivadas en orden. Las pri-
meras dos filas corresponden a las derivadas de du/0x respecto de r y las
otras dos filas, respecto de 6.

u  Pu
@ :W COSQ(H)
B *u sin(6) cos() N @sinQ(ﬁ)
000r T or r

S ora0 a0 r?
B _82u sin(d)  ducos(f) ) sin(6)
90?2 r a0 r '

.\ ( 0%u sin(6) @sin(e)) cos(8)

r

De manera analoga, para la segunda derivada respecto de y,

N 0?u sin(6) cos(0) N Ju cos*(0)
06or 72 or r
0?u cos(f)  Oucos() .
- (8'/’6«9 r 90 12 ) sin(6)
Pucos(f)  Jusin() cos(f)
90> 7 a0 r o

Al sustituir las derivadas en la ecuacion de Laplace y simplificar,

Pu  O*u _ Pu  10u 1 0%

o "o "o Tror oV

R-Ejercicio 29 [Enunciado: pagina 31] La separacién de variables con-
siste en suponer que la funcién que resuelve la ecuacion resulta de un produc-
to de funciones que llamaremos R y ©, donde R depende solo de la variable
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radial y © de la angular.
u(r,0) = R(r)©(0).
Al sustituir en la ecuacién diferencial del problema anterior,

@82_R @8R+R62@_0
or? ror  r2002

Agrupando las funciones de r a la izquierda y las de 0 a la derecha,
POR rOR 10
R Or? R o 08

Ambos lados de la ecuacién deben ser iguales a una constante, que llamare-

110S CUQ.

PR roR

§8r2 Ror Y
1%,
oo =

R-Ejercicio 30 [Enunciado: pdgina 31] En la ecuacién de la coordena-
da angular, reconocemos la ecuaciéon del movimiento arménico, pero con la
variable 6 en lugar del tiempo.

20
WjLw@—O

Para cada valor de w tenemos soluciones de la forma

0(f) = Ae™? + Bel?.

R-Ejercicio 31 [Enunciado: pagina 32] Si multiplicamos la ecuacién
por R y dejamos los términos a la izquierda, obtenemos una ecuacién de
Euler-Cauchy para la variable r.

rP— +r— —wR=0. (1)
r r

El cambio r = €' la convierte en una ecuacién de coeficientes constantes.

R

52 w?’R = 0. (2)
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Debido al signo negativo, la unidad imaginaria desaparece del exponente de
la solucion

R(t) = Ce™' + De“".

Deshaciendo el cambio de variable, t = Inr,

R(r)=Cr=%+ Dr“.

R-Ejercicio 32 [Enunciado: pagina 32] La solucién de la ecuacién del
calor se escribe como el producto u(r,f) = R(r)©(0), siendo R y O las
funciones obtenidas en los dos ejercicios anteriores.

u(r,0) = (Cr= + Dr*) (Ae ™’ 4+ Be?) .

Como hacemos habitualmente ya, resolveremos el problema con la condicién
de frontera
u(1,0) = uge ™,

para después quedarnos con la parte real. Sustituyendo nuestra solucién a la
izquierda en la condicién anterior,

(C+ D) (Ae*i“’e + Beiwe) = uge 9,

podemos hacer que encajen los dos lados poniendo w =1, A =wug, B=0y
C + D = 1. Como ahora ya conocemos el valor de w,

R(r) = g + Dr,

pero sabemos que la temperatura no serd infinita en el centro del disco, por
lo que podemos establecer (por razones fisicas) que C' = 0. En consecuencia,
D =1y la solucién al problema es

u(r, ) = ugre™.
Tomando la parte real, obtenemos la solucion al problema del enunciado.

u(r, ) = ugr cos().
Vibraciones

R-Ejercicio 33 [Enunciado: pagina 35] Queremos resolver la ecuacién

dl d’I 1
al LY 2= .
o R+ e (t) = Vowp cos(wpt)
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Esta ecuacion se convierte en la de un oscilador forzado con solo cambiar los
nombres de las magnitudes:

I(t) < x(t),
L+ m,

1
= ok
c

R < 7,
‘/OLLJFHF(].

Y ese problema lo resolvimos con anterioridad, asi que no hay mas que copiar
la soluciéon cambiando el nombre de las variables segiin la correspondencia
que acabamos de escribir.

I(t) =™ (Re(A) cos(Re(wy )t) — Im(A) sin(Re(w;)t))
+ @2t (Re(B) cos(Re(ws)t) 4+ Im(B) sin(Re(ws)t))
+ Re(1y) cos(wrt) + Im(Ip) sin(wpt),

con

iR+ \A(L/C) - R?

WL 2L

_ —iR— \/&(L/C) — R?
Wy = 2L )
Iy —iwrVy

~ (1/C) — Lw? — iwrR’

R-Ejercicio 34 [Enunciado: pdgina 35] Simplemente sustituimos la re-
lacion constitutiva en la definicién de impedancia. Para la resistencia, la ley

de Ohm implica que

V(@) IR
0w T

En el inductor, usamos la ley de Faraday

V) L4 _ —lwpLI(t)

Z, = = = = —iwpL.
SO (OO o
Por 1ultimo, para el condensador
V(i) V() V(t) i

Z p— prmm— — .
CTIl) ¥ T —iwpC V() wrC
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R-Ejercicio 35 [Enunciado: pagina 36] Como de costumbre, tomamos
tres funciones complejas

‘/'1(_[:) _ 6_iw1t,
Vg(t) — e*int’
Va(t) = e st

Para cada una de estas senales, calculamos la respuesta simplemente divi-
diendo por la impedancia. Para ¢ =1, 2y 3,

‘/i (t) e—iwit

(® L —iwL+R

Si sumamos las senales, la respuesta también es igual a la suma de respuestas

3

I(t) = (1) + L(t) + Is(t) = Y Li(1).

i=1

Finalmente, tomamos la parte real.

3 Rcos(w;t) + (wiL — ) sin(w;t)

I(t) = Z e

2
i=1 <szC — WZL) + R2

Al representar la solucién (figura 20) vemos que la respuesta se aproxima
mas a la senal V5(t). Al multiplicar L por 25, la frecuencia de resonancia del
circuito se aproxima ahora a la més lenta (w;), por lo que ahora la respuesta
es mas parecida a un coseno de frecuencia menor. Los receptores de ondas
pueden aprovechar este principio para sintonizar diferentes frecuencias.

R-Ejercicio 36 [Enunciado: pagina 38] Desarrollamos en serie de Taylor
V(#) en torno a 6 = 0,

V(0) =V(0)+V'(0)0 + V”2(0)92 - V”(;)(O)HS + ...

l l
= mgl(1 — cos(0)) + mgl sin(0)0 + % cos(0)6* — % cos(0)0* 4 . ..
_mgl , mgl
——2«9 —24«9 +....

Para valores pequenos de 6, el potencial es aproximadamente igual al primer

término de la derecha. l
V(0) ~ %92.
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Figura 20: Senal V' (t) y respuesta I(t) para el circuito RLC del ejercicio 35.
V' (t) estd compuesta de ondas de tres frecuencias. En la figura de arriba, se
esta sintonizando la frecuencia intermedia, en la de abajo la mas lenta.
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El momento de la fuerza sobre el péndulo sera

oV

por lo que la ecuacién del movimiento se convierte en
-
ml“0 = —mgld,

ue no es mas que la ecuacién de un oscilador armonico de frecuencia w =
l d lad de 1
v/g/l. En consecuencia, el periodo vale

2
T:—W:QW\/Z
w g

R-Ejercicio 37 [Enunciado: pagina 41] Para tres osciladores acoplados,
el sistema de ecuaciones se reduce a

w? , X1 0
-1 2- z—% -1 2l =10
0 —1 1-2%) \73 0

wo

Igualamos el determinante de la matriz a cero,

2\ 2 2 2
Wo Wo Wo

Sacando factor comin a (1 — w?/w?),

(-5) ((-5) -3) -

vemos que las soluciones del sistema se obtienen para

w2
= =1,
Wo
w2
— =3,
wo
w2
wo
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En otras palabras, existen tres frecuencias, que llamaremos wy, wy y w3 para
las que todas las particulas comparten la misma frecuencia: w; = wg, wy =

\/§w0 y w3z = 0.

R-Ejercicio 38 [Enunciado: pagina 41] Sustituyendo w = w; = wy en el
sistema lineal de ecuaciones obtenemos

0 -1 0 T

11 =1 &=
0 -1 0 i3

o O O

Resolviendo el sistema,
Ty = —Ts,
T9 = 0.

En palabras, la particula central permanece quieta y los extremos oscilan con
desplazamientos opuestos.
Con la segunda frecuencia, wy = V3w el sistema se transforma en

-2 -1 0 T 0
-1 -1 -1 ol =10
0 —1 =2 T3 0
Resolviendo, #; = 73, 2o = —22;, que quiere decir que los extremos se

mueven en el mismo sentido, mientras que el centro se mueve en el sentido
opuesto con una amplitud mayor.
Por 1ltimo, w3 = 0 nos da el sistema

|
—_
[\)
|
—_
=
)
I
o O O

que implica 1 = T = Z3. Aqui tenemos un caso curioso, porque la frecuencia
se anula, es decir, las particulas no oscilan, pero no tienen por qué anularse los
valores Z;, mientras sean todos iguales. Esta solucion corresponde a trasladar
a otras coordenadas el sistema completo, manteniendo las distancias entre
particulas, de modo que se mantengan en equilibrio.

R-Ejercicio 39 [Enunciado: pagina 42] Para extremos sujetos a un punto
fijo, zp = xn41 = 0. Para condiciones de contorno periédicas, ro = xy y
IN41 = Zo-
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R-Ejercicio 40 [Enunciado: pagina 42] Si X y X’ son soluciones del
sistema, eso quiere decir que cumplen
Ax =0,
A% =0.
Entonces la suma de ambas también cumple la ecuacion, ya que

A+%)=Ax+AX =0.

R-Ejercicio 41 [Enunciado: pagina 42] Escribiremos la posicién inicial
como suma de las soluciones que encontramos en el ejercicio 38. Sean A, iy
v coeficientes desconocidos, y wy = v/k/m.

l‘l(t) — )\e—iwot +,u6—i3wot + v,

xo(t) = —pe VAWl 4y,

w3(t) = —Ae 0 4 pe 0t 4y,

De manera abreviada, escribiremos

1 1 1
x(t) =Xe ot [ 0 | 4 pe VRO 2] 40 |1
—1 1 1

;De dénde vienen estas ecuaciones? Estamos escribiendo z(t) como com-
binaciéon lineal de las soluciones que obtuvimos en el ejercicio 38 para las
frecuencias w; = wp, Wy = vV3wo v w3 = 0. Para la frecuencia w;, vimos que
el coeficiente de x5 se anulaba y que el de x; tenia el signo opuesto a x3, de
ahi que hayamos multiplicado el primer coeficiente por el vector (1, 0, —1).
Del mismo modo, los coeficientes para la solucion de frecuencia wsy guarda-
ban la relacion (1, —2, 1). El ultimo término corresponde a la solucién de
frecuencia 0, donde los tres coeficientes son iguales. La combinacién lineal
anterior expresa ya la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales. Solo
falta determinar los valores de A\, ;1 y v, resolviendo el sistema que nos da la
condicién del enunciado:

1
x(0)=10],
0
que implica resolver el sistema
1 1 1 A -1
0 -2 1 wl=1201],
-1 1 1 v 0
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de donde obtenemos que A = —1/2, p = —1/6, v = —1/3. Para terminar
tomamos la parte real de z(t) y desvelamos las trayectorias de las particulas.

x(t) = —5 cos(wot) | 0 | — 6 cos(V3uwot) | =2 | — 3 1
-1 1 1

R-Ejercicio 42 [Enunciado: pagina 42] Si la primera masa se mueve ini-
cialmente con velocidad v y las otras dos estan quietas, entonces el centro de
masas se mueve con velocidad v/3. Si tomamos coordenadas que comparten
este movimiento, la primera masa se mueve con velocidad 2v/3 respecto del
centro de masas y las otras con velocidad —v/3. Ahora escribimos el sistema
como combinacion lineal de soluciones de frecuencias definidas, como hicimos
en el ejercicio anterior, y derivamos respecto del tiempo.

1 1
x = —iwpre @ | 0 | — \/giwo,ue_i?’wot —2
-1 1

Ahora simplemente imponemos la condiciéon #(0) = (2v/3, —v/3, —v/3) y
resolvemos el sistema resultante:
v v
=5 M= .
2wy 6v/3wp
El coeficiente v puede tomar cualquier valor, pues depende solo de dénde se
escoja el origen de coordenadas. Por simplicidad, supondremos que para esta
solucién z1(0) = z2(0) = x3(0) = 0, que da v = 0. Para volver al sistema de
coordenadas inicial, sumamos la velocidad del centro de masas.
v L v L v
x(t) = —e ™[ 0 | + eVl | o | 4 ¢,
2WO -1 6\/3&)0 1 3

Para escribir las ecuaciones de las trayectorias, tomamos la parte real

1 1

v v v
x(t) = Yo sin(wet) | 0 | + 6v5 sin(v/3wot) | =2 | + gt,
—1 0 1

R-Ejercicio 43 [Enunciado: pagina 44| Partiendo de las ecuaciones del
movimiento,

.o 2 2
T1 = —2wyT1 + wyTa,

To = w%xl — 2w§x2,
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podemos sumarlas y dividir entre dos para obtener

S.L;1+j§2_ 2l’1+$2
2 02
o lo que es lo mismo,
£ = —wt.

Si en lugar de sumar las ecuaciones las restamos

. io— 3 2

To — & = —3wi(r2 — 1),
que en términos de la variable n = x5 — 71 es

ij = —3w?n.

R-Ejercicio 44 [Enunciado: pagina 45] Si x(¢) representa un modo
normal de frecuencia w, entonces sus componentes tendran la forma

—iwt

xp(t) = Tpe ™",

de donde se sigue que

Bn(t) = —wd,e !
Sustituyendo en la ecuaciéon matricial mx = —Kx,
—mwke ¥ = —Kxke !,

equivalente a
K% = mw’k.
Como w?X = w’IX, podemos dejar ambos términos a la izquierda y sacar

como factor comin a X:
(K — mw’D)%, = 0.

Para que haya soluciones aparte de la trivial, X = 0, el sistema tiene que ser
compatible indeterminado, es decir, el rango de la matriz K —mw?I debe ser
menor que N, que implica que su determinante se anula:

det(K — mw?I) = 0.

R-Ejercicio 45 [Enunciado: pdgina 45| Al sujetar con muelles los extre-
mos de la cadena de tres osciladores, la matriz K se convierte en

2k —k 0
K=|-k 2t -k
0 —k 2k
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Resolviendo la ecuacién det(A — mw?I) = 0,
(2k — mw?)® — 2K*(2k — mw?) = (2k — mw?)((2k — mw?)? — 2k%) = 0,

obtenemos las tres frecuencias de los modos normales:

W1 = Wy 2 — \/é,
Wo = WO\/§7

w3:WQ\/2+\/§.

El movimiento del sistema se expresa como combinacién lineal de los modos
normales correspondientes a estas tres frecuencias.

1 1 1
X(t) — )\efiwlt \/§ 4 luefiougt 0 + yeiiw:”t _\/5
1 -1 1

Las condiciones iniciales del ejercicio 41 especifican que x(0) = (-1, 0, 0),
que nos dejan con el sistema de ecuaciones

1 1 1 A —1
1 -1 1 v 0

Resolviendo, A = —1/4, u = —1/2, v = 1/4. Sustituyendo en z(¢) y tomando
la parte real,

1 1 1 1 1 1
x(t) = — cos(wit) [ V2 | — = cos(wat) [ 0 | — = cos(wst) | —v/2
4 1 2 -1 4 1

R-Ejercicio 46 [Enunciado: pagina 46] En primer lugar, habria que
asegurarse de que la matriz K — mw?2,1 efectivamente tiene inversa, pero
sabemos que si es invertible porque si no lo fuera su determinante se anularia.
Sin embargo, esto solo ocurre cuando wpgy es igual a una de las frecuencias
de los modos normales (que son precisamente las frecuencias para las que se
anula el determinante), y hemos excluido esta posibilidad de entrada. Si la
expresién de z(t) dada en el enunciado es solucién de la ecuacién diferencial,
debe ocurrir que la expresion

mX + Kx = (mxy + Kxpg) + (mXp + Kxp)
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es igual a F. El primer paréntesis se anula porque xy satisface mxy +Kxg =
0. La derivada de xp no es dificil de calcular, porque la matriz (K — mw?,1)”
es independiente del tiempo, por lo que vemos que

[y

. 2
En consecuencia,

mx + Kx = —mwp, xp + Kxp

(K- mwp, I)xp

(K mwp 1) (K — mw%lI)_l F

R-Ejercicio 47 [Enunciado: pagina 46] Como podemos escribir la for-
zante como suma de forzantes, la solucién estacionaria es la suma de las
soluciones estacionarias para cada una una de las forzantes por separado.

N
xp(t) = Z (K- mw%jI)f1 F;.
j=1

F; representa el vector con todas las componentes nulas excepto la nimero 7,
que vale Fje“ri*. Nos aseguraremos sustituyendo la solucién en la ecuacién
diferencial:

—mw}, (K —mw}1) " F, +KZ (K —mw?,1) "' F,

NE

m)"Cp + KXp =

<.
Il
-

(K —mw? 1) (K —mw? 1) F,

WE

<.
I
—

WE

<.
I
—

Entre la primera y la segunda linea, hemos utilizado la distributividad de la
suma para intercambiar el orden del sumatorio con K, hemos unido las dos

. -1
sumas y hemos sacado como factor comin (K — mw%jI) F;.

R-Ejercicio 48 [Enunciado: pagina 46] Sixp(t) = Xpe “F! es la solucién
estacionaria, tiene que cumplir

(K — mwpI)xp = F,
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es decir,
0 —k O I —1
-k 0 -k |l =1-21,
0 —k O T3 -1

porque mw% = 2mw = 2k. Tenemos un sistema de ecuaciones lineales com-

patible indeterminado, en el que Zy = 1/k y #; = (2/k) — Z3. Por ejemplo,
se comprueba facilmente que

efi\/iwot ]'
xp(t) = — 1],
1

que cumple estas condiciones, también satisface la ecuacién diferencial. Sin
embargo, si cambiamos la forzante,

0 -k 0 T
-k 0 -k Ty | =
0 -k 0 T3

N O =

obtenemos un sistema incompatible, en el que la primera ecuacién nos dice
que I3 = —1/k, pero esto contradice a la ultima, que afirma que & = —2/k.

R-Ejercicio 49 [Enunciado: pdgina 47] Buscamos las frecuencias de los
modos normales, es decir, aquellas frecuencias, que llamaremos wy, ws, ..., Wy,
para las que existe una solucién de la ecuacion diferencial en la que todas
las masas oscilan con la misma frecuencia. Sea x; = X;e ' uno de estos
modos. Entonces debe satisfacer la ecuacion

—mw?f(j —iwyx+ Kx = (K — (mw? +iw;y)I) = 0.

Ya hemos resuelto este problema cuando v = 0. Simplemente, calculdbamos
los autovalores de la matriz K y los identificibamos con mwf-, pues esto nos
daba los valores de las frecuencias que anulaban el determinante de la matriz
K — mwjz»I. Ahora tenemos que identificar los autovalores con mw? + iw;7y.
Utilicemos \; para representar un autovalor de K, entonces

2 .
mw; +iw;y = Aj.

Resolviendo esta ecuacion de segundo grado para w,

_ ﬁ_(L)Q
W]_Zm—i_ m om/)
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R-Ejercicio 50 [Enunciado: pagina 47| Sustituyendo directamente en
la ecuacion la solucion propuesta en el enunciado,

I —iwpt
9

mxp + vxp + Kx = (K — (mw? + iwpy)I) (K — (mw? + iwpy)I) " e et
e

vemos que la solucién es correcta siempre que exista la inversa (K — (mw? +
iwry)I)~L. Ahora bien, sabemos que esta inversa tiene que existir porque wg
es un numero real y, sea cual sea su valor, no puede hacer que esta matriz
tenga determinante nulo. La razén es que hemos calculado en el ejercicio
anterior la forma de todas las frecuencias que hacen que se anule el determi-
nante y siempre que v > 0 la parte imaginaria de esas frecuencias es diferente
de 0. Como wp es real, Im(wp) = 0 y difiere de todas las frecuencias de los
modos normales.

Ondas

R-Ejercicio 51 [Enunciado: pagina 49] Desarrollando en serie,

_ a(b<.§lf,t) 1 82¢<x7t) 2
L@, t),5  109(,0),,
3! 03 4! Ozt o
. a(b<.§lf,t) 1 82¢<.§L’,t) 2
¢z —h, t) =¢(2,1) — ——h+5—5 5—h
— lmh?’ lW}ﬁ —
3! Ox3 4! Ot o
Sumando las ecuaciones,
B Po(x,t) 5 4 1 Oé(x,t)
dlx+h, t)+o(x+h, t) = 2¢(x,t)+wh +h <EW +> .

Despejando la segunda derivada de ¢ respecto de z,

6 _ dlath 1) +o(a+h, 1) = 20(e,t) |, (i Fo.t) ) _

ox? h? 12 Ot
Tomando a ambos lados el limite cuando A tiende a cero,

¢ _ 1 Q@ t 1 ) + 6z +h, 1) — 29(x, t)
912~ hoo h?
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R-Ejercicio 52 [Enunciado: pdgina 50] La fuerza sobre cada una de las
masas seria
F, = —2kx, + kx, 1 + kr,yq,

escogiendo o = 0 y oy, = xy para las condiciones en los bordes. Para que
las masas estén en equlibrio, Fj,, = 0 excepto para n = N porque Fy debe
compensar la fuerza con la que estamos tirando del extremo. Queremos que
Fy = Kxy, asi que

—2kx, 1 + kxpiq + kx, =0,
paran=1, 2, ..., N—1,y
—kxny +krxy_1 = Kxn.

La solucién razonable en la que todas las masas se desplazan en la misma
medida,

TN

Tn = ’I’LW,
resulta ser la correcta, como se puede comprobar sustituyendo directamente
en las ecuaciones paran =1, 2, ..., N — 1. Pero en la ecuacién para zy

obtenemos .
—k?l‘N + k?(N — 1)WN = KIL‘N,

que implica que k = NK.

R-Ejercicio 53 [Enunciado: pagina 52| Sustituyendo la solucién en la
ecuacién de ondas
0?y(x,t) _ 2 0Py(x,t)

ot? 0x?

obtenemos
—Aw? sin(wt) sin(kx) = —c*Ak* sin(wt) sin(kx),

que se cumple cuando A = 0 (es decir, cuando no hay vibracién) o cuando
se satisface la relacién de dispersién ¢ = +w/k. Debido a que la cuerda esta
sujeta por los extremos en z = 0y x = L, deducimos que

y<07 t) =0,
y(L,t) =0.

La primera de estas condiciones se cumple automaticamente, pero para que
se cumpla la segunda, es necesario que k = 7n/L, siendo n un nimero entero
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arbitrario,n = 0, 1, +2, . ... Debido a la relacién de dispersion esto implica
a su vez que las frecuencias deben ser w = cmn/L.

R-Ejercicio 54 [Enunciado: pdgina 53| Simplemente tomamos la par-
te real y utilizamos la relacién trigonométrica cos(a 4+ b) = cos(a) cos(b) F
sin(a) sin(b).

A . A .

y(x, f,‘) = Re (Eel(wtkm) o §el(wt+kx))
A

(cos(wt — kx) — cos(wt + kx))

2
A
2

(cos(wt) cos(kx) + sin(wt) sin(kx)

— cos(wt) cos(kx) + sin(wt) sin(kx))
= Asin(wt) sin(kx).
Por cierto, si te cuesta recordar identidades trigonométricas como la que

he utilizado, muchas se derivan facilmente utilizando la funcién exponencial
compleja. Por ejemplo, la exponencial cumple la propiedad de que

pilath) — iaib
Aplicando la identidad de Euler a ambos lados de la ecuacién,

cos(a + b) +1isin(a + b) = (cos(a) +isin(a))(cos(b) + isin(b))
cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b))

(
= (
+ i(cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)).
Tomando las partes real e imaginaria, obtenemos las identidades

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

R-Ejercicio 55 [Enunciado: pagina 53] De nuevo, no hay més que sus-
tituir la solucion en la ecuacién de ondas

2
—Aw? cos(wt) sin(kx) = —CQAn27r2% cos(wt) sin <n7r%> :
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que cumple las condiciones en los extremos cuando w = £enw/L. En cuanto
a la solucion mas general,

y(:c, t) = Re <ﬂei(wt+km) _ ﬂei(wtkm))

2 2
—ikx _ ikz
~Re (<A + iBw»%) |
Utilizando ahora la definicion
eikx o e—ikx
k) = & ¢
sin(kx) 5 ,

podemos simplificar la expresion.
y(z,t) = Re (—(A+iB)e “'isin(kz)) .
Ahora utilizamos la identidad de Euler,
y(x,t) = Re (—(A +iB)(cos(wt) + isin(wt))isin(kx)) ,
y finalmente expandimos y tomamos la parte real
y(x,t) = (A sin(wt) + B cos(wt)) sin(kz).
R-Ejercicio 56 [Enunciado: pagina 55] Conocemos las soluciones de la

ecuacién de ondas, pero tenemos que escoger combinaciones que satisfagan
las condiciones de contorno

9
ox

L
o Ox

z=L

r=

En lugar de necesitar que la funcién y(z,t) se anule en x = 0y x = L,
necesitamos que se anulen sus derivadas, asi que una buena apuesta consiste
en sustituir el sin(kz) por cos(kz). Podemos conseguir un coseno cambiando
el signo en la superposicion del ejercicio 54.

—i(wt+kx) —i(wt—kx)
y(z,t) = Re ((A + iB)e —;—e )

= Re ((A +iB)e ™" cos(kz))
= (A cos(wt) + B sin(wt)) cos(kzx).
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Como antes, k = nnw/L y w = enm/L, siendo n un nimero entero cualquiera.
La derivada de y respecto de x es

0 t t
8_3’ = — (A cos (cmrf) + B sin (cmrz)) sin (nw%) ,
que se anula tanto en x = 0 como x = L.

R-Ejercicio 57 [Enunciado: pagina 56] La derivacién se parece a la de
las ondas de cizalla que vimos anteriormente. La fuerza sobre una lamina
horizontal de fluido de anchura Az a la altura z, sera

F:An<@ )

0z
En lugar de expresar la aceleracion como la segunda derivada de la posicién,
la escribimos como derivada de la velocidad,
v
F=pAAz —.
PASS Bt
Igualando las dos expresiones de la fuerza, dividiendo por Az y tomando el
limite cuando Az tiende a cero, obtenemos la ecuacion diferencial en deriva-
das parciales.

_ v
0z

z=z0+Az

Qv _n0v
ot po2?

R-Ejercicio 58 [Enunciado: pdgina 56] Supongamos que la solucién se
puede escribir como producto de una funcién que depende solo de la posicién
y otra que depende solo del tiempo.

v(z,t) = u(2)T(t).
Sustituyendo en la ecuacién, la convertimos en

19T nld*u

T ot pudz?

Para que dos funciones de variables diferentes puedan igualarse entre si,
tendran que ser iguales a la misma constante, que llamaremos \.

u_p
022 nu’
aT:)\T.

ot
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Resolviendo,
u(z) = A e ™ + B e,
T({t)=Ce ™M+ DeM,
donde
-
Ui

Por lo tanto,

v(z,t)= (A +Be ™) (Ce™+DeM).

R-Ejercicio 59 [Enunciado: pagina 56] En la solucién anterior, escoge-
mos A=—-B=FE/2yk=ik.

v(z,t) =FE (%) (Ce ™+ DeM)
= E sin(kz) (C e ™+ D V).
Hay que recordar la relacion entre k£ y A, que implica que

. pA
k=ik =4/ —,
U]
de donde obtenemos que
K21
p

Ahora bien, si ponemos C' # 0, obtenemos soluciones con velocidades que
crecen exponencialmente. Por motivos fisicos, descartamos estas soluciones
imponiendo C' = 0. Por tltimo, D = 1 para dar una funcién

A:

m2n

v(z,t) = FE sin(kz)e” » ",
que coincide con la expresién del enunciado cuando ¢ = 0. Vemos que las
velocidades iniciales simplemente decaen exponencialmente con el tiempo.

R-Ejercicio 60 [Enunciado: pdgina 56] Unicamente tenemos que ajustar
la solucién del ejercicio 58 a las condiciones de contorno apropiadas. En
primer lugar, en el fondo (z = 0) el agua se mueve con frecuencia wr. Como
de costumbre, escogemos

v(0,t) = uge
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para quedarnos después con la parte real o la parte imaginaria. Podemos
cumplir con esta condiciéon tomando D = 0, C' = ug y A = iwp, de donde
obtenemos un campo de velocidades de la forma

v(z,t) = ug (Ae** + Be ) e,

Segundo, aplicando la condicién

PA N [pw
k=4]/—=(1+1),/—.
\/ " (1+1) o

y sabiendo que el agua estd en reposo lejos del fondo,

lim v(z,t) =0,

Z—00

tomamos A = 0 (porque si Re(k) > 0, las velocidades aumentan sin limite al
elevarnos sobre el fondo) y B = 1, que nos deja con

v(z,t) = uge ™ v et

_ |2
=\

y tomando la parte real, llegamos finalmente al campo de velocidades osci-
lante

Definiendo la longitud

v(z,t) = Re (uoefge_i@““”t))

- z z
=e 3 (Re(uo) cos (5 + wFt> + Im(up) sin (5 + wﬂ)) :
Como se puede ver, la amplitud de la velocidad decae exponencialmente
con la altura. Si uy no es muy grande, entonces las vibraciones se vuelven
inapreciables en cuanto la altura es algo mayor que 9.

R-Ejercicio 61 [Enunciado: pagina 58] Tomamos primero la tercera
ecuacion

0B
E=—
V x o
y tomamos su rotacional
0
Vx(VxE)=—-=(VxB).

ot
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Aplicando el teorema del enunciado,

0
ot
El primer término se anula por la primera ecuacién de Maxwell. Utilizamos
la dltima de las ecuaciones para escribir (cambiando el signo a los dos lados)

1 0°E

o

Con el campo magnético, llevamos a cabo un razonamiento parecido. Empe-
zando con la cuarta ecuacién

V(V-E) - V’E = ——(V x B).

V’E =

1 OE
VxB=——.
x c? Ot
tomamos el rotacional
10
VX(VXB)—;&(VXE),

aplicamos el teorema, la segunda ecuacion de Maxwell, la tercera y cambia-
mos el signo
1 0°B
VB=——.
c? Ot?
R-Ejercicio 62 [Enunciado: pagina 59] Dando por sentado que la solu-
cién tiene la forma
U(z,t) = P(x)o(t),
la sustituimos en la ecuacién y escribimos en lados opuestos las funciones de
variables diferentes

By 106
2map 0z P Ot

Podemos separar la ecuacion en dos, igualando cada lado a la constante w

0¢p iw
o "
Py _ 2w
or? h T
Sabemos resolver ambas ecuaciones
B(t) = goe 1,

W) = eV,
Por tanto, la ecuacién de Schrodinger admite soluciones de la forma

U(z,t) = Ae V50w,
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Una brevisima introduccion a las series de Fou-
rier

R-Ejercicio 63 [Enunciado: pdgina 60] No hay mé&s que repetir el ra-
zonamiento del ejercicio 4, pero para una condicion inicial arbitraria. Las
condiciones

implican que

es decir, xg = a + ig, sean cuales sean a y b.

R-Ejercicio 64 [Enunciado: pagina 60] Para tener una base en tres
dimensiones, necesitamos tres vectores linealmente independientes. Una ma-
nera sencilla de comprobarlo es colocar los vectores en una matriz y tomar el
determinante. Si es diferente de cero, entonces son linealmente independien-
tes. Para el ejercicio 38,

1 0 -1
1 -2 1]=-6
1 1 1

Con los vectores del ejercicio 47,

1 v2 1
1 0 —1|=—-4v2,
1 —v2 1

R-Ejercicio 65 [Enunciado: pagina 61] Si. El razonamiento es parecido
al del ejercicio 63. Llamaremos uy, us, ..., un a los vectores correspondientes
a las frecuencias wy, ws, ..., wy de los modos normales. Si forman una base,
podemos expresar cualquier otro vector del espacio en funcién de ellos. Si
tenemos una cadena de osciladores con un movimiento descrito por

x(t) = ajure " + aguge T + .+ ayuye N,
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y queremos que cumpla las condiciones iniciales Re(x(0)) = A y Re(x(0)) =
B, donde A y B son vectores cualesquiera, entonces los escribimos primero
en funcion de los vectores de la base,

A = puy + poug + ...+ pnupy,

B =viu; +vous + ... + vyup.

Después, escribimos los coeficientes a; como a, = u, + 12 v esto nos deja
) Wn
con la solucién particular

1% . % ) v .
X(t) = (Nl —+ 1_1) u1€1w1t+(u2 + 1_2) u2671w2t_'_. ) +(MN + 1_N) uNeflet.
w1 Wa Wy

Tomando la parte real de x(0), vemos que
Re(x(0)) = piur + poug + ... + pyuy = A.
Derivando x(t) respecto del tiempo y tomando la parte real de x(t),

151 Vs

I%@@DzRe(ﬂq<m+&—)urdw<m++—)m+“.

w1 w2

—lwn <,MN + iV—N> UN)
WN

:I/1U1+V2U2+...+I/NUN:B.

R-Ejercicio 66 [Enunciado: pagina 62| Solo hay que calcular el producto
escalar. Para los vectores del ejercicio 38,

((1,0,=1),(1,=2,1)) = 1- 14 (0- =2) + (=1-1) =0,
((1,0,-1),(1,1,1)) =14+0—1=0,
(1,-2,1),(1,1,1))y =1—2+1=0.

Para los del ejercicio 45,

((1,v/2,1),(1,0,-1)) =14+0—1=0,
((1,v2,1),(1,-V2,1)) =1 -2+ 1 =0,
((1,0,-1),(1,=v2,1)) = 1+0—1=0.
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R-Ejercicio 67 [Enunciado: pagina 62| Para las dos primeras, utilizamos
las propiedades 1-3.

Por 1ltimo, segin la definicién de la norma,

lull = Va2 + 22l + ..+ Jan]?

Los términos dentro de la raiz son ntimeros reales elevados al cuadrado, que
solo pueden dar un resultado nulo cuando sean nulos todos. Esto quiere decir
que los nimeros complejos x,, tienen mddulo igual a cero, pero esto ocurre
solo cuando z,, = 0.

R-Ejercicio 68 [Enunciado: pagina 62] Como K = KT y todos los
elementos son reales, se deduce que K = K. En consecuencia,

(Ku,v) = (Ku)'v =u'K'v = u'Kv = (u, Kv).

R-Ejercicio 69 [Enunciado: pagina 62| Los autovectores v,, de K cum-
plen
Kv, = \v,,.

Como vimos en el gjercicio anterior, (v, Kv,,) = (Kv,, v,,), pero esto impli-
ca que A (Va, Vin) = A (Vy, Vi ). LLevando todos los términos a la izquierda
y sacando factor comin, (A, — A\p)(Vn, Vi) = 0. Cuando n = m, obtenemos
(A=) |[Va ]l = 0. Como v,, no puede ser un vector nulo, || v,|| > 0y la tinica
posibilidad es que )\, = \,, es decir, que ), sea real (sea cual sea n). Esto
permite quitar la barra de conjugacién en la ecuacién para n # m y escribir
(A — M)V, Vi) = 0. Como el paréntesis no puede ser nulo, se sigue que
(Vin, Vin) = 0. Al no ser nulos v,, ni v,,,, llegamos a la conclusién de que son
perpendiculares.
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R-Ejercicio 70 [Enunciado: pdgina 62] Primero hay que sefialar que K es
una matriz simétrica debido a la tercera ley de Newton. Si existe acoplamiento
entre las coordenadas z, y x,, entonces la ecuacion para z, contendra el
término —k(x, — z,,) vy, por la ley de accién y reaccién, la ecuacién para z,,
contendra el término —k(x,, — x,). Esto nos lleva a que los términos k,
yV kmn de la matriz K deben ser iguales. Si ahora aplicamos el cambio de
variables del enunciado a las ecuaciones,

8
=~

s
M1y ki ki ... kiy Vmi
" x
\/MaTy k’gl k?gg e k’gN \/ni—Q
"
VMNTN kNl k?NQ kNN Ty
VmN

Definamos la matriz

\/ M 0
0 /Mo

0 0

Z

que nos permite escribir el sistema de ecuaciones en la forma
Sk’ = KS™'x/.
Multiplicando a ambos lados por S7!,
¥ =S'KS™'x' = K'¥/,

con una matriz simétrica

ki1 k12 kin
mi mimgz T /mimpy
_kia kaa kon
K = Vmima ma Tt mampy
kin kon kEnn
vymimy  /mamy "7 my

R-Ejercicio 71 [Enunciado: pagina 65]

1-<f,g>=fm() = [9(2)f(2) dw = [ g(2)f(z) dz = (g, f).

(f.g+h)y = [ @) (g(x)+h(x) de = [ f(x)g(z) de+ [ f(z) =
(frg)+{fh).

%

o
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(f:Ag) = [ f@)Ag(x) dz = X [ f(z)g(x) dz = A(f,g).

4171 = /[ T@ (@) de = [T [f@) dr = 0, porque [f(2)]* es un

namero real posmvo para todo valor de .

R-Ejercicio 72 [Enunciado: pdgina 66] De acuerdo con la definicién de
norma,

(2, 0)|| = V/(ya (2, 0), ya(, 0)).

En términos de integrales,

L nmwT
Jonlr 0)IF = [ sin? (“T7)
0

Para resolver esta integral, la estrategia habitual consiste en utilizar las iden-
tidades trigonométricas

cos?(0) + sin?(0) = 1,
cos?(0) — sin*(6) = cos(20),

para expresar el cuadrado del seno de la siguiente forma:

. 9 (mrx) 1 . 1 2nmx
sin“ | —— ] = = + = cos .
L 2 2 L

Ahora la integral es facil de hacer.

L 1 2
o017 = 5+ 5 [ con ”L”) i
B L + L Sln 2n7rm
2 2 2m
L
=3

por lo que ||y,(x,0)|| = /L/2.
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R-Ejercicio 73 [Enunciado: pagina 67]
nﬂ-x mﬂx L inmT inm rmm rmm
<sin (T) ,sin (T)> = —/0 2i (elTx — e_IT”C) 2i (elT“” — e_lT”C) dx
L
— 4/ (ei(n—i—m)%m o e—i(n—l—m)%x) dx
0

L
+4/ (ei(n—m)%x . e—i(n—m)%aﬂ) dx
0

_ ( f[;) [(ei(n—l—m)%x . e—i(n-l—m)%aﬂ) }g
n m)m
4L i(n—m) Tz —i(n-m)Zz\ 1L
+m[(e< Fr _ mitn-m)e) |’
4L L
= (:_7> [21 sin ((n + m)%x)]
n m)m 0
4L L
(17) [21 sin ((n - m)%:p) = 0.
n—m)n 0

R-Ejercicio 74 [Enunciado: pagina 68] La expresién de los coeficientes
a, en términos del producto escalar queda

2

(Yn, y) L
an = = T ), V@ O(@,0) do.

Podemos dividir la integral en dos,

~

a, = % (/05 Yn(z,0)y(2,0) d —|—/L yn(z,0)y(z,0) dx)

L
4h 2] — L 1
= — _— 1 _
7 </0 L:cyn(:c,O) dx +/§ ( L:z:) Yn(z,0) d:c) )

e integrar por partes. Calculemos primero la integral indefinida

/x Yn(2,0) do = /x sin (?) dx
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Ahora separamos el calculo de a,, en las tres integrales

L L
4h (=2 1 4h [=
i —xyn(z,0) dv = ), * 2sin (n_zx) dx

L J, L
4h xL (mrx) dr 4+ L\ . (mm)
= — [——cos | — T — | sin({——
L2 nm L nm L

4h . /nm 2h nmw
= sin (—) — — oS <7> ,

n2m2 2 nm

Nl

0

4h " 4h L
7 J, w0y e =T eos ()]

L
4h [F . (mr:c) dr — 4h | xL (mr:c) L\? . (mr:c)
73 ] T sin 7 r=— — CoS 7 — sin 7

El coeficiente a,, sera la suma de estas tres integrales.

R-Ejercicio 75 [Enunciado: pdgina 69] Nada més facil. Cuando n # m,

L
_2nm _2mm :2nm _2mm
<61Lx’61Lx>:/61L$61Lxdl‘
0

En cuanto a la norma,

:2nm
-

por lo que
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R-Ejercicio 76 [Enunciado: pagina 69] Con el truco habitual para cal-
cular los coeficientes,

Para las condiciones iniciales y(z,0) que nos interesan ahora, podemos sepa-
rar la integral en tres partes.

Cn = —

L

L L
L 0 L
2 Lonm 2h {2nm 2h 2 {2nm
e‘L”Cdzp+—2 ZL‘eled:L‘——2 ze L dx.
-L L2 ) ¢ L2 J,

La primera integral se anula,
L
2

L
h 2 j2nm . h j2nr | 2
E/ “r dx:eri[eL ] é:()’

SISl

y las otras dos se pueden reescribir en términos de la funcién coseno. Cam-
biando de variable de x a —x en la ultima integral e invirtiendo el orden de
los limites de integracion,

2h 0 s 2nm 2h 0 _i2nm
Cp = — e LT dr + — ze 'L T dx

_2h [ (2w NP 2h (0 (o N
Cp = il I Sin I3 T W il | . sin I3 X T
2 2

B h 2nm 0
= cos 7 T »

= n2h7r2 (1 — cos(n))
= (1= (1))

Es decir,

2h :
{n%Q , nlmpar,
Cn —=

0, n par.
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R-Ejercicio 77 [Enunciado: pagina 70] Sustituyendo y(z,t) = Y (x)T'(¢)
en la ecuacién diferencial, resulta

0*T v OT 0?Y
Y —— +Y - =2T —.
o T e T o
Dividiendo a ambos lados entre ¢? Y (z) T'(t),
LT | 1 40T _ 10
AT ot2 2T p ot Y a2

Para que se cumpla la identidad, ambos lados deben ser iguales al mismo
valor constante, que llamaremos k2,
1 0°T 1 ~oT
TR e
AT o2 2T p ot

Ltor 5
Y Ox2 K,
de donde obtenemos
o*r 0T
-~ 4 L 2RT =
o ot ¢ ’
0’Y 5

R-Ejercicio 78 [Enunciado: pdgina 72] La funcién evidentemente tiene
periodo T' = 1, luego
1
Cp = / et ¢ dt,
0
que se puede integrar por partes cuando n # 0.
eizmnt 1 1 i2nnt
2t |, 0 2imn

i €i27rnt 1
=——+
2mn 4mn? |

i

2mn

Si n = 0, la integral se simplifica a

1
1
CQI/ tdt=—.
o 2
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F(1)

Figura 21: Aproximacién de la forzante F(t) = t — |t] mediante F(t) =~
SN e e con N = 100.

La figura 21 muestra el resultado de sumar los 201 mayores términos de la
serie de Fourier.

R-Ejercicio 79 [Enunciado: pagina 73] En el ejercicio 11 aprendimos la
solucién estacionaria para la forzante F(t) = Fye wrt:

() i

— —iwpt
k —mw? — iwpy

e

Ahora tenemos una funcién F(t) escrita como una suma de fasores,

F(t) = i E, e lwnt — i Cn e_i%Tnt,

n=—oo n=—oo

donde la amplitud de cada fasor

i
ﬁa —c = 27’ n 7£ 07
n n 1 . O
29 n=yu,
y las frecuencias forzantes cumplen w, = 2”7" La solucion estacionaria se

construye sumando las soluciones correspondientes a cada frecuencia w,,, con-
sideradas por separado (como vimos en el ejercicio 13).

e}

1 i .
t) = — — —1wnt.
z(t) 2k Z 2mn (k — mw? —iw,7y) ‘

n=—oo

Llamemos ¢, a los coeficientes que acompanan a cada exponencial.

T {27rn (k—mlw%—iwn'y) n ?é 0,

1 _
B n = 0.
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x(1)

0 | | |
0 T 2T 3T

Y

Figura 22: Estado estacionario del oscilador arménico amortiguado y forzado
con F(t)=t—[t] (m=001,k=1,~v=1).

Como ¢, = ¢_,, podemos combinar los términos n y —n (cuando n # 0),

0 e—iwnt+q_n e—iw,nt = gy e—iwnt +W
=2 Re (g, e ")
(k — mw?) sin(w,t) — w,y cos(wpt)
™ ((k —mw?2)? + w2y?)

La expresion final de la trayectoria sera entonces

o0

1 (k — mw?) sin(w,t) — w,y cos(wpt)
0= o = L G mad )

Y

que he utilizado para generar la figura 22.

R-Ejercicio 80 [Enunciado: pdgina 74] De acuerdo con la definicién de
transformada de Fourier,

e}

Flv) = / e?™! rect(t) dt

[e.9]

— / e27riut dt

2
— 1 [627riut} %
2miv -
1 . .
— — [emu . e*lﬂ'l/j|
= sin(rv) = sinc(7v).
v

NI

=
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x(1)
0.5

Y

-5 -1 "1 5

Figura 23: Trayectoria del oscilador amortiguado conm =1, k =1y v =1,
en reposo para ¢ < &,y forzado con F(t) = rect(t).

La funcién sin(z)/x aparece tan habitualmente en el andlisis de senales que
se le ha dado el nombre de sinc(z) para abreviar las formulas.

Para escribir la solucion particular, utilizamos otra vez la estrategia de su-
perponer las soluciones para los fasores de distintas frecuencias considerados
por separado, es decir, como

F(t) = / sinc(mv) e 2™ dy,

la trayectoria del oscilador sera

l‘(t) — /OO SiIlC(ﬂ'l/) 67127wt dl/.

o k—m2mv)? — 27vy

Pregunté sobre la integral anterior a un programa de matematica compu-
tacional, que me reveld una solucién muy compleja en términos de funciones
especiales que no estoy dispuesto a comprobar. Como sentia curiosidad sobre
la forma de z(t), escribi un pequeno programa que calculaba numéricamente
la trayectoria y la he representado en la figura 23.
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