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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (I)

Operaciones elementales y propiedades
Formas de representar a un complejo

Im z 4 Plano complejo 7=x+ i_y {X = |Z|'COS 0
Z=X+1iy 2 2 =|Z|'Selle
| —— 2 7| =V x + bdul .
2/ it | g i z=|z|-cos O +i|z|-sen O
0 |
/ i 0= arci:an1 argumento  z =[z|-¢"’ Fornuipolae

X o X
9\_/ ez 0 argumento positivo

' X arg(z)=0+2'n'm
0, argumento negativo

Arsmento prinion rg ) Arg@)=0<Cr,xl S0 S le e

Operaciones basicas
Z1 = X] + iy1 Zl i Zz= (Xl i XZ) + i(yliyz)

7,=X,+iy z,- 2= (X X~ YY) (Ve Xt X ) z,'z, =z,|'[2,]}- €77
2 2 2
z, =z, -e™® Z _ ’ X, x2+ Vi° Yz] ’ MY Xz X, Y, ] ﬁ=ﬂ-ei'(9fez)
y + y2 zZ, |z, z,# 0
=|Z.| i-6, ) . .
7, =[nle (|Z| -e"e = |z| " (cos O +i-sen 0)" =cos (n-0) + i-sen (n-0)

Identidad de Moivre




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (IT) s §

h
Conjugado de un complejo
: = : Y | 3
Z=X+i'y—>z=x-ivy |z|
Propiedades 3 X .
_ _ ” 7 -0 Rez
Vlzl= 2| 2)zrz=7+z 3% z=%-Z 4)( l)= 7. 2
z2 zz -y """""""""" Z
Propiedades del médulo
Zl - |z1| nj|__ n
1) |z, - z,|=|z,|" |z.] 2) 2 Tzl 3) |2°|= |z
z,#0
Desigualdades triangulares :
1) |Z1 + Zzl < |z1|+ Izzl Izl to.. + znl = |z1|+"'+ IZnI 2) |z1 + Zz| 2 I |Z1|- |Zz| I
Definicion de sen 0 y cos 0
0 -ir0 i0 -i-0
e+ e e -¢
cos=———— senf =————
2 2:i




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (I1I)

Raiz de un nimero complejo
Formula para la raiz enésima

{Q:W o) k=1,2,..,n-1

n
Lafuncion f(z) = VZ esuna funcién multivaluada porlo que para cada valor de k existen una
ramas, que son determinaciones de la funcién donde esta es continua.
Corte de ramificacion

Es una curva en el plano complejo tal que es posible definir una rama analitica de una
funcién multivaluada sobre el plano complejo excluyendo esa curva

Im(z) /4 Im[f(z)]
n/4
0e(-7n/4, 7/4)

{x+iy, x =y, x> 0} —h
f(z)=4z

Re[f(2)]
Re(z)

Mapeo




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (IV) —

. RS |z, - z,| <¢
Region
8 Z, e-entorno
Sea un circulo de radio ¢ alrededor de z,, se define: 0<|z-7|<¢
L] . . ". Z * N 1 o
Punto interior, frontera y exterior ¢-entorno perforado

Siempre que trabajaremos un ¢e-entorno perforado que llamaremos entorno.

Se dice que z, es un punto interior de un conjunto S, si existe algiin entorno de z, que esta
contenido en S. Se dice que z, es un punto exterior de S si existe algiin entorno de z, que no
contiene a S. Si el punto z, no es interior ni exterior se dice que es un punto de la frontera de
S, luego contiene puntos que estan en Sy puntos que no estanen S.

Punto de acumulacion. Conjunto cerrado y abierto

Un x, es un punto de acumulacion de S cuando a todo s s
entorno perforado de z, contiene al menos un punto de S. i
Los puntos de la frontera e interiores son puntos de i
acumulacion. Un conjunto es cerrado, si y solo si contiene e -
todos los puntos de acumulacién. Un conjunto es abierto Cerrado Abierto
sitodos puntos son interiores.

Conjunto conexo y acotado

Un conjunto S es conexo si todo par de puntos pertenecientes a S se puede unir por unalinea
poligonal, formada por un nimero finito de segmentos rectos contenidos por completo en
S. Un conjunto es acotado si esta contenido dentro de alguna circunferencia de radio R.

Dominio junto con alguno, ninguno o

Dominio: Todo conjunto abierto y conexo Region i 4,6 sus puntos dela frontera




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (V)

Funcion exponencial compleja

el=|ez ok ef(z)=|eRef(z)|_ei-e
O=y+n2nr n==l1,+£2,.. 0=Imf(z) +n-2n n==1,12,..
Mapeo
Im(z) Im(w) Im(z) , Im(w)
w=e" y= w=€

2
£ Re(w) D Rew)




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (VI)

Funcion logaritmo complejo Log (z) =1n |z| +i-0 —n<O<m
Log (z)=In|z| +i:(0 +n-2n) = Log (z)=In |z| +i-arg(z)
I
Im(z) arg(z) Y < 9 < Y e & 275
Corte de ramificacion

Log (z) =In |z| + i-arg(z) zz0 —T<Arg(z)<m

i Re(z)

Funcion valor principal  Log (z) = In |z| + i-arg(z)

log (z) =In |z| + irarg(z)+ i-n-2n log (z) = Log(z)+in-2n Funcién multivaluada

Im(w)
Mapeo .................... 211 I
Im(z)

w=logz o I

T Re(z) =

£ Re(w)
=15

—TC .........................
—37[ .........................




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (VII)

Transformacion de Moebius

wd-b
a‘z+b = )
W= — a,b,c,d eC asd-bc=0 -wrecta
cz+d Transformada
Limites inversa

Seauna funcion f(z) definida en todos los puntos zde un entorno perforado de z,, se define:
lim f(z) = w,
ZzZ-7Z,

Cuando existe para cadac > 0, existeun $ > o, tal que: |[f(z) -w, | < e siempre que 0<|z-z,| < d
Teoremas sobre limites

f(z) = u(x,y) + i v(x,y)

Z, =X, tivy, limf(z)=w, — lim u(xy)=u, lim v(xy)=yvV,
. 712, & ¥) = X, ¥) & ¥) = (X, V)
W, =u, + 1V,

lim f(z) = w, : _
22, ] [f(z) + F(z)] =w,t W,  f@  w,
= ] lim =
lim F(z) =W, lim [f(z) F(z)] =W, W, z-z, F(z) W,
zZ-> 7, o




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (VIII) lim f(z) = w, < lim f(l) —w,
1

Z
Z—>w Z—>o
Limites en el infinito 1im f(z) = 0 < lim — =9
Z>7Z, 757 f(Z) lim f(Z) =0 & lim =)
Z—w z-o 1(1/2)
Continuidad

Una funcién f(z) es continua en z, si existe lim f(z) y f(z)) lim f(z) = f(z,)
zZ->7Z, Z->Z,
Luego existe para cada ¢ > 0, existeun > 0, tal que: |f(z) - f(z,)| < e siempre que 0<|z-z,| <5

Derivada compleja

f(z)-f(z) | f(z,+ Az) - 1(z,)
f’(z) = lim ———— = lim

z-z, Z-17, Az 0 Az
du Ju ou_ g_v
% OV Ox Condiciones
f(z) = u(x,y) +i- v(x,y) (D Ox y Continuas ! de
ov ov ou _ _ ov Cauchy-Riemann
ox Oy oy 0x

Si una funcion de variable compleja f(z), cumple la condicion (1) y las de Cuachy-Riemann.
Se dice que la funcion es derivable para un punto z, € C. Si es dirivable en todo un conjunto
de puntos en torno a z, se dice que la funcion es holomorfa, si se puede desarrollar en serie
de Taylor se dice analitica y es entera si es analitica en todo el plano complejo




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Variable Compleja (y IX)

’ —ou 6v @_'.au
f’(z,)) = + "ox Oy IBY

Funciones armonicas
ou , du v , Ov
y

&x  dy

Una funcidon se dice armonica si cumple

2
ox
Si ademas cumple la condicion de Cauchy- Riemann se denomina armoénica conjugada
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